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L'étude de la physique est aussi une
aventure. Vous trouverez cela difficile,
parfois frustrant, parfois douloureux et
souvent tres gratifiant.

Hugh D. Young.
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L'objet de la recherche n'est plus la
nature en soi, mais la nature livree a
I'interrogation humaine, est dans cette
mesure 'homme ne rencontre ici que
lui-méme.

— Werner Heisenberg

Ces notes de cours constituent une introduction générale a la physique guantique et le
formalisme mathématique qui l'encadre, permettant ainsi a vous en tant qu'étudiant(e]s
debutant(e]s d'acquérir les fondements et les outils de base nécessaires pour pénétrer ce
monde invisible. Ainsi, en mettant a profit ces informations, vous devez servir d’exemple
aux futurs étudiant(e]s, en contribuant a simplifier cette branche de la physique, qui dis-
simule une guestion plus délicate : comment ga se fait que cette science est indispensable
pour comprendre la quasi-totalité de la physique contemporaine ?

A mon humble avis, je suis convaincu que la ¢-guantique est généralement se rapporte
a l'infiniment petit, MAIS parfois, cette science peut se comprendre par de simples meé-
taphores. En plus, le point fort gu'elle possede réside dans le fait gu'elle remet profonde-
ment en cause nos intuitions les plus élémentaires, et peut-étre ¢a qui la rend difficile
a apprehender. Par exemple, a I'échelle des atomes et des électrons, de nombreuses
équations de la mécanique classique, qui décrivent la fagon dont les choses se déplacent
a des tailles et des vitesses courantes, cessent d’étre utiles. Ceci étant dit, je m’empresse
d’'ajouter gque si en mécanique classique, les objets existent a un endroit spécifique et a
un moment spécifique, et bien, ce n'est pas du tout le cas en meécanique guantique, ou
les objets existent dans un brouillard de probabilités; et donc ils ont une certaine chance
d'étre au point A, une autre chance d’étre au point B et ainsi de suite.

Bref, le reste de ces notes est comme suit : Chapitre | marque le debut de la chute de la
physique classique vis-a-vis quelgues constats expérimentauy, en servant d'intermédiaire
vers la physique quantique. A cet égard, la dualité onde-corpuscule pour la lumigre est
introduite. Dans le Chapitre 2, on expose comment Schrddinger a établi la correspondance
classique-guantigue afin de généraliser I'approche de Broglie (dualité) aux particules mas-
sives non-relativistes soumises a une force dérivant d'une énergie potentielle.

Le formalisme mathématique et postulats de la mécanique quantiques ont compté parmi
les principales gquestions examinges lors de 'élaboration de ces notes, et le détail de ces
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deux concepts s'est donné respectivement dans Chapitre 3 et Chapitre 4. Enfin, il convient
de mentionner que chaque {ois que cela a été nécessaire, on a {ourni le détail de quelgues
exemples physique. Aussi, il y a de courtes annexes supplémentaires vers la fin de ces
notes. Les bibliographies répertorient de nombreux ouvrages et documents de recherche,
et sites Webh_ utileg

Larbi Hahili
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Une théorie nouvelle ne triomphe
jamais. Ce sont ses adversaires qui
finissent par mourir.

— Max Karl Ernst Ludwig Planck

1.1 Cadre de la théorie classique

A la fin du 19 sigcle, la physique & été principalement basée sur deux théories fondamen-
tales :

— La meécanique Newtonien : qui decrit le comportement des objets Macroscopigue

— La théorie de I'électromagnétisme de Maxwell qui décrit la propagation de la lumiere
comme etant des ondes électromagnetiques

Dans ce sens, notre univers est composeé de deux composantes : la matiere et le rayon-
nement. Les corps matériels sont caractérises par leur masse, par contre le rayonnement
est défini par un champ électromagnétique dont la nature, du point de vue de la physigue
classique, est fondamentalement différente de la matiere.

1.1.1 Mécanique des systemes matériels

L'état dynamigue d'un systeme de particules qui évolue dans l'espace-temps est défini
par la connaissance a tout instant ¢ des variables x(t) et v(¢).

L'évolution du systeme est gouvernée par les lois de Newton, dont I'équation :
m—=F [1.1)

Les forces F agissant sur une particule dépendent généralement de la position des autres
particules. L'éguation (1.1] constitue un systeme couple d'équations différentielles du second
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1.2. STRUCTURE CORPUSCULAIRE DE LA LUMIERE n

ordre, dont la résolution permet d’avoir « en fonction de ¢. La connaissance de x(t), v(t)
et la donnée des conditions initiales caractérisent de fagon complete I'état dynamigue du
systeme.

1.1.2 Champs électromagnétiques et lumiere

La découverte des phénomenes d'interference et de polarisation a introduit le caractere
ondulatoire de la lumiere decrit par la theorie electromagnetique de Maxwell. Cette théorie
est regie par les quatre égquations de Maxwell :

divE = p/eo eguation de Maxwell-Gauss (1.2]

divB =0 équation de Maxwell-Thomson (1.3]

roth = —aaf équation de Maxwell-Faraday (1.4)

7“5755 =i+ eoa—E equation de Maxwell-Ampere (1.5]
Ho ot

A partir de ces équations, on determine les équations de propagation des champs élec-
trique et magnétique dans 'espace-temps. La simple variation de 'un des deux champs
entraine l'apparition de l'autre, d'ou la dualité électrique-magnétique.

Une difference {ondamentale entre la matiere et le rayonnement provient de la notion de
localisation. En effet, si le point materiel est localisé dans I'espace, il est impossible de
diviser la lumiere en corpuscules localisables et de maintenir cette localisation dans le
temps. Ainsi, la donnée de E et B en tout point de I'espace a l'instant ¢ permet une
description complete de I'état du champ électromagneétique.

Les concepts classiqgues du point materiel et du champ électromagnetique s’excluent
mutuellement. Le premier admet la notion de localisation, alors gue le second est basée
sur la notion de propagation. Par conséquent, partant de ces concepts classigues, il est
impossible de concevair une particule possedant des proprietés ondulatoires, ou une onde
electromagnetique developpant un caractere corpusculaire.

1.2 Structure corpusculaire de la lumiere

1.2.1 Hayonnement du corps noir

Definition : toute enceinte isotherme, impermeable au rayonnement et parcourue par une
onde électromagnétique isotrope et homogene est appelée corps noir.

Historiguement : le corps noir est I'une des premieres éxperiences gui a permis de
degager le concept de guanta, et par consequent la naissance de la mecanigue guantigue.
L'éxperience relative au corps noir consiste a porter a une temperature 7' une enceinte
vide isolée thermigquement. Un constate alors les faits suivants :
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1.2. STRUCTURE CORPUSCULAIRE DE LA LUMIERE
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Figure L.1: Distribution spectrale d’énergie du rayonnement () en equilibre d'un corps
noir.

o al'intérieur de I'enceinte regne un rayonnement électromagneétique a spectre continu
dépendant seulement de 7,

o la densité d’énergie mesuree est une fonction de la fréquence v et de 7" dont 'allure
est représentée sur la figure (1.1 suivante :

La densité d'énergie (A, 7T') est nulle aussi bien pour les faibles longueurs d'ondes gue
pour les grandes longueurs d'ondes. Elles présente n maximum pour une longueur d’onde
Amae 0€pendant simplement de la temperature.
Rayleigh et Jeans ont postulé que le champ électromagnétique a l'intérieur de I'enceinte
est équivalent a un ensemble d'oscillations harmoniques indépendants et qu'a I'équilibre
thermique la densité d’énergie est donnée par :

8m?

u=u(v,T)= (E) (1.6)

3
ol le rapport 87?/¢® représente le nombre des oscillateurs harmoniques (0.H) par unité
de volume, tandis que (FE) est la valeur moyenne de 'énergie meécanique d'un 0OH, avec
E = E.+ E,, E. represente l'énergie cinetique de I'UH et E, son énergie potentielle;
c=2.9979246 x 10® m/s est la vitesse de la lumiere.

Traitement classique
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1.2. STRUCTURE CORPUSCULAIRE DE LA LUMIERE “

En thermodynamique statistique', le théoréme de I'equipartition de 1'énergie stipule que :

1
(E.)=(E,) = Skl = (E) =2(E.) = kpT = ! [1.7)
87T]€BT 2 87TI-CBT 1
ou g = ka est la température inverse, et parfois dite béta thermodynamique.

Cette formule est en contradiction avec les mesures expérimentales : en effet, la forme
parabolique de la densité d'énergie dans (1.8) ne reproduit pas l'allure expérimentale de
v montrée dans la figure (1.1} D'autre part, I'énergie totale contenue dans l'enceinte est
infinie pour faibles longueurs d'onde; c’est la catastrophe de 'ultra-violet.

Traitement quantique

En 1900, Max Planck a postulé que chaque UH de fréquence v ne peut recevoir ou donner
d'énergie que par pagquet d’amplitude hv; ou h est une constante dite de Planck. En
plus, par interpretation de la loi de Hayleigh et Jeans, il réussit a montrer que 'énergie
moyenne’ d'un OH s’écrit :

hv 8th V3 8h 1
cette derniere formule de « décrit parfaitement les résultats expérimentaux. En plus, la
densité d'énergie total « est finie. Par ailleurs, une etude asymptotiqgue de « permet de
lister les deux points suivants :

= Pour les basses fréquences :

hv 8 St kgT
Bhv _ 2 B
hy K kgT = e —1~Bh1/_—kB :>u~—03kBTV~—>\2

la densité d'énergie est identique a I'expression de « formulée par Hayleigh et Jeans

(1.10)

= Pour les hautes fréquences :

h h
hv > kT = e P =y ~ SLV%*WW ~ SLe*ﬁ’w/A (1.11)
e

B _ 1 3 )3
on retrouve dans ce cas la loi de déeplacement de Wien en annulant la dérivee de u
par rapport a A : A\ = constante.

Ce resultat théorique est en accord avec les faits expérimentaux.

L'énergie totale p du rayonnement a l'intérieur de la cavité est obtenue en sommant la
densité d'énergie w sur toutes les fréquences v. Un montre qu'elle est proportionnelle a
T* conformément a la loi de Stefans®.

'Veuillez voir section 1.1 de 'annexe 1| pour plus de détails sur le calcul de la valeur moyenne de 1'énergie
en mecanique classique

2Veuillez voir section 1.2 de I'annexe | pour plus de détails sur le calcul de la valeur moyenne de I'énergie
EN Mecanique quantique

$Veuillez voir section 1.3 de I'annexe | pour plus de détails sur ce calcul
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1.2. STRUCTURE CORPUSCULAIRE DE LA LUMIERE n

Cathode Anode
(métal S vm=0
alcalin) // h_/_,-/f{ \
v(C) M

A

\ Electron / -

lvﬂ
Tube 2 vide s

Figure 1.2: Montage experimental pour étudier I'effet photo-electrigue.

1.2.2 Effet photo-electrique

a) Introduction

L'effet photo-électrique est I'emission d'électrons observes lorsqu’on irradie sous vide un
metal alcalin avec un rayonnement lumineux dans l'ultraviclet. Il a été mis en evidence
en 1887 par Heinrich Hertz et avec Wilhelm Halbwachs sans qu'ils sachent parfaitement
I'identité des charges negatives extraites de la plague irradiée par la lumiere. [.Lenard
et ses collaborateurs ont identifies ces charges negatives a partir de la technique de
spectrographie de masse comme étant des electrons.

Son étude montre que I'énergie lumineuse est absorbée par quanta hv, pour une fréquence
v, cette absorption provoguant 'arrachement des électrons depuis l'intérieur du cristal.

b] étude expérimentale

le montage experimental (figure 1.2) consiste en un tube ou regne le vide, dans lequel la
cathode C [au potentiel Vi) est soumise a un rayonnement visible ou ultra-violet. L'anode
A [ au paotentiel V4 = 0] est une grille pour collecter les électrons émis.

Si on mesure le courant photo-électrique 7 en fonction de la différence de potentiel Vi, on
constate les faits expérimentaux suivants :

* le nombre d'électrons émis, i.e. courant ¢, est proportionnel a 'énergie [inten-
site] lumineuse. Tous les électrons émis sont collectés lorsque le potentiel Vi est
suffisamment négatif pour atteindre le courant de saturation 4,, (voir figure 1.3]. Ce
dernier mesure donc le nombre d’électrons émis par une lumiere monochromatique
envoyee sur la cathode.

* 5i a la cathode un potentiel positif (Vi > 0] est applique, le courant ¢ décroit et
devient nul pour une valeur V; = U, ne dépendant que de la frequence de la lumiere
monochromatique. |Vy| est appelée tension seuil ou contre tension.

Un déduit gque les électrons collectes par I'anode sont ceux dont I'énergie cinétique est
superieure a la barriere d'énergie ely. en appliquant le théoreme de conservation
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1.2. STRUCTURE CORPUSCULAIRE DE LA LUMIERE

| 1 Intensité I (A)

M

U, .
A Tension U (V)

B
P

Figure 1.3: Allure du courant photo-électrique ¢ en fonction de la tension U = V¢ [La
tension seuil est notée par Vy = U).

d’énergie entre la cathode et 'anode on obtient :

1 1 1
Emz% —eVe = §mv§1 —eVy = §mvi (1.12)

ol v et vo sont respectivement les vitesses des électrons a I'anode et a la cathode; et
e=1.6 x 10712 la valeur absolue de la charge de I'électron.

Un en deduit que :
1

im(v% —v3) =eVe (1.13)
et 'energie cinetique maximale atteinte par les électrons sera :
1 2
5 MVinaz = el Vol (1.14)

L'experience montre deux faits importants sur Vp = Uy :

I. Le maximum d’énergie cinétique des électrons émis, c’est-a-dire eV, est indépen-
dant de I'intensité de la lumiere monochromatique utilisge.

4 Energie cinétique E_ ()) 4 Nombre d'électrons N,

Energie cinétique maximale

»

>
»

Fréquence v (Hz) Fréquence v (Hz)

Figure 1.4: Allure de eV; [gauche] et nombre d’électrons éjectés N, [(droite] en fonction de
la frequence v.
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1.2. STRUCTURE CORPUSCULAIRE DE LA LUMIERE

2. ce maximum n'est fonction que de la {réquence v, c'est-a-dire de la couleur de la
lumiere [voir figures 1.4 et 1.5). La courbe expérimentale de eV; en fonction de la
fréquence, est une droite dont la pente apparait comme une constante universelle,
gu'on désigne par A :

1
—mv? = —eVy = h(v — 1p) (1.15)

2 max

ol h = 6.624 x 1073* J.s, est la constante de Planck.

A K Na Zn W
eV
Pt
A"
. - - >
0 vy ¢ seul de frequence

Figure 1.5: Differentes variations de eV en fonction de la {réquence v.

Hemarque :

Si on envoie une fréquence inférieure a vy, vne, Sera égale a zero. Aucun électron ne
sera extrait. Par consequent, avec de la lumiere rouge aucun électron n’est émis d'une
feuille de Zinc, alors qu'avec de la lumiere U.V, on peut extraire les électrons.

Ces nouvelles propriétés ne peuvent pas etre expliqguer a partir des lois de la physigue
classigue. En effet en augmentant l'intensité de I'onde lumineuse il est possible d'arracher
les electrons du metal et obtenir ainsi un courant. Ceci est e contradiction avec le résultat
de I'éxperience.

Explication qualitative d’Einstein :

Bien gu'avant la mesure precise par H. A. Millikan en 1916 de la fréquence lumineuse et
de I'énergie des électrons, Einstein suggéra en 1905 une explication du phénomene; il
admet 'hypothese des échanges d'energies guantifies entre le rayonnement et la matiere
: I'énergie d'un faisceau de lumiere de fréquence v, se déplace par paquets d’énergie hv
appelé "guantum d'énergie’. Ce gquantum d’énergie hv est transmis completement a un
gélectron lui permettant de s'arracher au metal avec une énergie cinétique :

E.=hv—W, [1.16)

ol W, = hy, est le travail d'extraction du metal.
L'électron ne peut s'arracher a l'attraction du metal que si I'énergie qui lui transmise est
superieure ou egale a W, :

hv > W, =hyy=v > 1 (1.17)

ceci permet d'expliquer facilement la fréquence seuil de I'effet photo-électrique. Par la
suite, les éxperiences de Millikan confirmerent le bien-fondé de la théorie d’Einstein.
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1.2. STRUCTURE CORPUSCULAIRE DE LA LUMIERE

Hemarque :

Lorsque le potentiel Vi atteint la valeur V4, le courant d’électrons s’arréte et on mesure
le rapport h/e. Millikan le trouvait égal a 4.124 x 107'* V.s, ce qui donnait une valeur de
la constante de Planck h = 6.626 x 1073* J.s

c) Nécessité de I'existence des photons

L'effet photo-électrique montre clairement 'aspect corpusculaire de la lumiere. Elle peut
étre considérée comme étant formeée de gains d'énergie ou gquanta d'énergie appelés
photons.

La théaorie électromagnétique classique est incapable d'interpreter l'effet photo-électrique.
Elle n'en donne gu'une description quantitative : 1'énergie des électrons émis, excités
par le champ électromagneétique devrait croitre avec 'énergie du rayonnement qui est
proportionnelle au carré de 'amplitude. N'importe quelle fréquence devrait alors per-
mettre 'extraction des électrons si l'intensité lumineuse du rayonnement est suffisante.
Or I'éxperience montre que pour arracher un électron il faut disposer d'une lumiere de
frequence finie au moins égale a vy. Un en deduit aussi que le photon a nécessairement
une energie finie £ et que celle ci doit étre proportionnelle a sa {régquence v :

E = hv (1.18)
or comme v =1/T et \=c¢T = ¢/v, alors :
E = he/A (1.18]

Urdre de grandeurs :
Pour une radiation visible par exemple :

. 6.626 x 10734 .3 x 1078
A = 40004, X1 x 100 1.6 x10-1 ~ °¢V (120}

si on prend A = 8000 A, I'énergie correspondante est de l'ordre de E = 1.5¢V.

1.2.3 Effet Compton

a) Introduction

Leffet Compton [1923] est un phénomene de diffusion d'un photon par un électron ini-
tialement au repos [voir figure 1.6). C'est un phénomene de choc photon-électron produit
par penetration de rayons X dans un solide. [l etablit que la guantité de mouvement
du photon, p = E/c ou c est la vitesse de la lumiere, est susceptible d’étre en partie
communiquée a un électron, c’est a dire doit étre prise en compte dans la conservation
des quantités de mouvement qui caracterise le choc.
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1.2. STRUCTURE CORPUSCULAIRE DE LA LUMIERE

Etat initial Etat final
Photon
Photon  Electron diffusé
incident au repos (A)

(A) (v=0) | ool

— @ Electron
(v’ non nulle)

e

Figure 1.6: Schematisation du principe de la collision photon-gélectron.

a) Etude experimentale

Un etudie le spectre de fréquence des rayons X diffuses par un cristal de graphite
en fonction de I'angle 6 de diffusion. Les rayons X incidents sont filtres et sont guasi
monochromatiques, Ao. Un observe que le rayonnement diffuse contient deux {réguences
outre la fréquence incidente v, une deuxieme {requence legerement inférieure est
egalement présente. La difference de fréquences varient comme sin?(6/2).
Le rayonnement incident pénetre le cristal de graphite et vient exciter les électrons faible-
ment lies qui s’y trouvent. si seul le caractere ondulatoire était vrai, le champ électro-
magnetique incident devrait faire osciller ceux-ci a la meme fréquence v,. Ces oscillations
forcees executeées par les electrons, generent un rayonnement eélectromagnetique qui est
émis, selon la théorie de Maxwell, a la fréguence v, des oscillations. Ainsi, I'apparition
d'une deuxieme fréguence dans le rayonnement diffuse ne peut étre expliquée dans le
cadre de |'électromagnétique classigue.
Durant le choc électron-photon, une partie de I'énergie du photon est transmise a ['électron
: le photon n'est pas ralenti, puisqu'’il conserve la vitesse de la lumiere, mais simplement
son energie, de la forme hv, est inférieure a son énergie initiale.

c] Etude du choc élastique entre le photon et I'électron

Avant le choc, I'électron de masse M, est au repos (02 = 0], et le photon incident d’énergie
EY = hiy a une guantité de mouvement p) = hig/c. Apres le choc, la masse de I'électron
en mouvement devient, m, = M./+/1 — 52 ou 8 = v./c, alors que le photon a une énergie
hv et une quantité de mouvement p = hv/c.
Les éguations traduisent la conservation des guantités de mouvement et de l'énergie
cinétique s’écrivent :
P = Py + me U [1.21]
M +ple=me +pyc 1.22)

ces dernieres équations peuvent s'écrire sous la forme :

P — Py = meTe 1.23)

M,c+ pg — Py =M C (1.24]

L. Hahili Mécanique (Juantique |
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en les élevant au carré, on obtient :

B+ 0 — 205, = ml 2 [1.25)
P72+ M2 —2p, p0 + 2M, ¢ (B — p,) = m? ¢ [1.26)
la difference entre les equations [1.25] et (1.26] donne
m?2(c® —v?) = M>c?+2M,c (pg —py) + Qp*;.ﬁ7 - 2]03]07 (1.27)
on en deduit que :
M. c (pf; —py) = pg Py (1 —cosb) (1.28)
Par consequent,
Me 0 0
P, Py = Py [1.29)

:Mec—i—pg(l—cosﬁ) 1+ p9 (1 —cost)/(M,.c)

De plus comme p, = hv/c = h/X et p = hiy/c = h/Xo 00 X Bt Ao sont respectivement les
longueurs d'ondes des photons diffuses et incidents, alors :

1 " 1
- - Ao = - (1.30)
A 14 g (L—cost) Ao+ 37 (1 —cosb)
= A=A+ Moc (1 —cosf) (1.31]
7
oy oy _ _ 200y .2V
= Ad=)X— ) Ve (1 —cosf) Mecsm (2) 2. sin (2) (1.32]
ou A\, = % = 0.0242 Aest la longueur d’onde de Compton de 1'électron.
Hemarque :
La longeur d'onde A est trés faible, 5* ~ 1072 Les mesures obtenues sur le graphite

ont conduit & la valeur A, = 0.02424 A, la valeur théorique étant égale a 0.02426 A. La
différence provient du fait que les électrons ne sont pas libres contrairement a ce gui a
été suppose dans les calculs théorigues.

1.3 Structure ondulatoire des particules matérielles

1.3.1 Introduction

La contradiction que nous avons remarque dans la structure de la lumiere entre caractere
onde-corpuscule, s’étend aussi aux particules matérielles auxguelles nous nous sommes
habitues.

Toutes les particules de la microphysique [molecules, atomes, photons, électrons, protons,
neutrons, mesons, etc ..] présentent a la fois ces deux caracteres. En fait, les concepts de
corpuscules et d'onde ne sont que deux approximations et il faut se garder de considérer
les micro particules comme les ondes ou comme des corpuscules seulement, mais bien
d’entités matérielles nouvelles ayant le double aspect ondulatoire et corpusculaire.
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1.3. STRUCTURE ONDULATOIRE DES PARTICULES MATERIELLES

1.3.2 Helations de Planck-Einstein et de De Broglie

La dualité onde-corpuscule des particules guantiques est traduite par deux importantes
formules. Ce sont les formules de Planck-Einstein (1900-1304] et de Ue Broglie [1924) qui
lient I'énergie £ a la fréquence v et la gquantité de mouvement p au vecteur d'onde & :

E =hv = hw 1.33)

et .
7= hk [1.74)

ol h=h/(2r) = 1.05 x 107** J.s est la constante de Plnack normalisée.

Comme k = 27/, alors

Ao Zm_2mh _h [1.35)
ke p p

1.3.3 Limites de validité de la mécanique classique

La constante de Planck ~ est un étalon pour délimiter le domaine de la validité de la
mecanique classique. C'est comme la vitesse de la lumiere ¢ gqui sépare le domaine des
effets relativistes a celui des effet non relativiste [classique]. C'est-a-dire :

* sila vitesse v <« ¢ on a affaire a un traitement classique

* gi la vitesse v ~ ¢ on a affaire a un traitermnent relativiste,

a) Analyse dimensionnelle

Dans le systeme des unites internationale SI [MKS5A) nous analysons la dimension de la
constante de Planck A ou A.

Un a l'energie £ = hv = hw

La dimension de I'énergie [F] = M L?*T 2 et la dimension de [w] = T~! ce qui signifie que
la dimension de [A] = ML*T~!, avec M : masse, L : longueur et 7' : temps.

On appelle action A toute grandeur de dimension ML?*T~'; autrement dit : [4] =
[Energie][temps] = ML*T~", ce qui est compatible avec I'une de deux définitions :

* [A] = [Quantité de mouvement|[Longueur] = M L*T~!

* [A] = [Moment cinétique][angle] = M L?*T~!.

b) Conséquence

(Juand dans un systeme physique, une variable ayant les dimensions d'une action,
ML*T1, prend une valeur numérique de 'ordre de la constante de Planck, le systeme
doit etre etudie par la meécanique quantique. Par contre, si la variable de la dimension
d'une action a une valeur beaucoup plus grande que celle de A, les lois de la mécanique
classiqgue sont applicables. Il est a noter que le present critere n'est qu'approximatif;
il existe des systemes ou la variable d’action est petite et ou la mécanique guantique
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n’est pas totalement inapplicable. Inversement, il existe des systems macroscopiques qui
presentent des phénomenes quantiques comme les lasers, les metaux supraconducteurs,
'helium superfluide, ....etc

1.3.4 Experiences justificatives

Un sait que pour mettre en evidence les propriétés ondulatoires de la lumiere il est in-
dispensable que certains grandeurs caractéristiques de l'appareillage soient comparables
a la longueur d'onde de la lumiere. De meme, pour souligner 'aspect ondulatoire de
la particule guantique, grace a une éxperience de diffraction par exemple, un réseau de
diffraction dont le pas est de l'ordre de grandeur de la longueur d'onde de Ue Broglie de
la particule est primordiale.

Urdre de grandeur :

Si les particules incidentes sont des électrons non relativistes de masse et accélérés
par une difference de potentiel de potentiel (d.d.p] V, la grandeur d'onde de De Broglie
associees est :

h 123 ; 123

A= o NG A= NG nm (1.36)

Exemple :

Si V =150 V, X sera de l'ordre de 1A. Cette valeur est de I'ordre de grandeur du pas des
cristaux [réseaux d’'atomes régulierement espaces]

Hemarque :
La formule [1.36) montre gue la longueur d'onde A est inversement proportionnelle a la
masse m de la particule.

a] Experience de Davison et Germer

Davisson et Germer (1927] ont obtenu avec des pinceaux d’électrons monocinétiques
refléchis sur des cristaux, des figures de diffraction analogues a celles que donneraient
des rayons X. Le faisceau d’électrons provient d'un canon d’électrons. Ils ont une énergie
de 50 eV et arrivent en incidence sur un plan particulier d'un cristal de nickel place dans
le vide. Les électrons, dont I'énergie est faible, ne pénetrent pas a l'intérieur du cristal et
la diffusion provient des atomes du cristal situes a la surface de celui-ci; voir figure (1.7],
Un montre que les maximums de diffraction sont obtenus lorsque la difference de marche
pour deux électrons arrivant sur deux centres de diffusion voisin, soit 2dsin(6), est égale
a un nombre entier, de longueur d'onde A :

2dsin(0) = nA (1.37)

d est la distance entre deux plans réticulaires comme le maontre la figure, et 6 I'angle de
diffraction.

Cette relation s’appelle la loi de reflexion de Bragg. Elle permet de determiner A si on
connait n et d.
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Exemple :

Avec d = 2.15A et V = 54 Volt, on observe un maximum pour § = 50°. Pour n = 1, on
obtient expérimentalement A = 1.65A et a partir de la loi de Bragg, on trouve A\ = 1.67 A,
en excellant accord avec la valeur mesuree.

a) Exper‘ience de Thomson

Experience de Thomson (1927) consiste & envayer un faisceau monochromatique d'électrons
sur un echantillon forme par un ensemble de petits cristaux places au hasard sur un film
d'une autre substance, par exemple de petits cristaux d’étain blanc de 300A sur un film
de mono-oxyde de silicium de 107° cm d’épaisseur. Une plague photo est placée perpen-
diculairement a la direction d’incidence, derriere I'échantillon. Les électrons sont diffuses
par les atomes des couches superficielles et des couches profonds. Un observe une série
d'anneaux de diffraction provenant de l'interference de tous les électrons diffuses et dont
la disposition depend de la structure des cristaux.

Dans chague cristal, on regroupe les atomes selon un systeme de plans équidistants
appelés plans réticulaires. Chaque systeme de plan réticulaires est caractérisé par la
distance de deux plans voisins ou distance inter-réticulaire d. Considérons une onde
plane en incidence sur un plan reticulaire quelconque avec un angle d'incidence 6 (figure
1.7). La condition pour gue les ondes diffusés par deux plans reticulaires adjacents soient
en phase est obtenue en comparant les trajets optiques des rayons reflechis entre A et B
comme indique sur la figure 1.7. Elle s’écrit :

BB+ BBy=n\ = 2dsin(f)=n\; neN [1.38]
Cette relation est dite la condition de reflexion de Bragg. Elle est valable aussi bien pour
des photons [rayons X] que pour des electrons.
d) Modele de Bohr de 'atome d’hydrogene

L'etude spectroscopique de I'atome d’hydrogéne a révélé un spectre discontinu forme de
plusieurs series de raies : la série de Balmer forme de quatre raies observes dans le

4 normale

RX incident RX diffracte

AN

<

Figure 1.7: Schéma de diffraction des rayons X par des plans réticulaires successifs.
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visible, la série de Lyman dans l'ultraviolet, la série de Paschen dans l'infrarouge et la
série de Brackett dans l'infrarouge lointain. Les longueurs d’'ondes des ces raies obéissent
a la loi empirique de Hydberg :

1 RH(i _ l) [1.39]

ol n et p sont deux entiers naturels avec p > n + 1; et Ry = 1.0967758 x 1073 A est la
constante de Rydberg.

En 1913, Niels Bohr élabora un modele de I'atome d'hydrogene a partie duguel il interprete
I'existence des raies spectrales observées expérimentalement. Dans le modele de Bohr,
'atome d’hydrogene est forme d'un électron en rotation autour du noyau suppose fixe
[voir figure 1.8].

g électron
' . %
] ," N \‘
]
I R o7 I
i ]
"_. proton !
\ '
“ Fi
LY Fa
L Fd
-~ - . -

Figure 1.8: Atome d'H selon le modele de Bohr.

Selon Bohr, I'électron est soumis de la part du proton a une force d'interaction électro-
statique f centripete, telle que :

— e?

F=k

2
N L es (1.40)

72 dmegr?
par application du principe fondamental de la dynamique (PFD] a I'électron :

2

f = MY =MmN = —mev—a (1.41)
r
1 e? v?
= 4deq r2 - me7 142]
1 2
= % = mev? [1.43]
0

1 1 e?
= E,=_-ma’ = —
2mv 8meg T

(1.44)
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La force f est conservative [ puisque le travail produit par cette force est indépendant du
chemin suivi par son point d’action], et par suite elle dérive d'une énergie potentielle telle

que :
dE,
f=—%

Intégrons cette relation pour r variant entre r et l'infini donne :

dE, = — fdr [1.45)

2

o0 e
Ep(o0) = Ep(r) = — / far = s [1.45)
par convention
2
€
E,(00) =0 etdonc E,= R (1.47)
donc 'énergie mécanique
2
p—__° [1.48)
8megr

Hemarque :

L'énergie de l'atome est négative, et augmente avec le rayon de l'orbite [c’est-a-dire
lorsque I'électron est excité]. [Juand r tend vers I'infini, I'énergie tend vers zéro : I'électron
est libéré de l'attraction électrostatique exercée par le noyau [ionisation de I'atome).
Bohr a postulé que le moment cinétique de I'électron est quan- .
tifié, et seuls les orbites dont le moment cinétiqgues o est un L
multiple de 4 sont permis.

En fait, comme le moment cinétique est défini par L = 7 A §

tel que p = m.v, et d’autre part on a montré d'apres eqgua-

tion [1.43] que v* = e?/(4megmer), il s’en déduit que le rayon

r des différentes orbites s’exprime par : r, = n?r, 0U

ri = (h%q)/(mm.e®) est le rayon de la 1°¢ orbite de Bohr,

r ~ 52.9 pm (parfois il s’exprime par o).

Linsertion de la condition L = m.vr = nh [0t n € N] dans I'équation (1.48] permet d’écrire

<i

E,

(1.49]

oll By = (mee)/(8h%e2) = 13.58 eV, est 'énergie d'ionisation de I'atome d’hydrogene.

Le niveau le plus bas d’énergie est le niveau fondamental E;. Les niveaux supérieurs E,
Es, E,,... représentent les niveaux “excités”. Lorsque I'électron chute d'un de ces niveaux
superieur FE, vers un niveau inférieur £,, il émet la différence d’énergie correspondant a
des photons de {réquence v, :

he E1 E1 1 1
hvy, = 7)\np = k,—-E,= _7]?2 + 2 = F; (ﬁ - E) (1.50]
1 B, 1 1 11
> 3 T helw ) = iE ) ol
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ol Ry = 1.09737 x 107 A™', est la constante de Hydberg. Cette valeur est en excellent
accord avec la valeur expérimentale 1.0967758 x 1073 A

Spectre de I'atome d’hydrogene :

Bohr a pu aussi determiner les fréquences des spectres d’absorption ou d’émission de
I'atome d’hydrogene avec un excellent accord avec les valeurs théoriques et expérimen-
tales [figure 1.9]

* Lyman Balmer Paschen Brackett h-g
o n=5
E vy n=4
c 3
NI \AA n=

YYVY n=2
YYVYYY n=1
uv. visible IR.

Figure 1.9: Spectre d'émission de I'atome d’hydrogene.
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Le présent est la seule chose qui n'a
pas de fin.

— Erwin Schrédinger

2.1 Hypotheses fondamentales

2.1.1 Fonction d’onde

Dans les considérations du chapitre 1, nous avons conclu que les concepts d'ondes et
de corpuscule sont deux approximations [valables a 'échelle macroscopique] incompat-
ibles entre elles de la nature des constituants de la matiere. Nous avons formulé ce
comportement grace aux formules de Placnk-Einstein et de Or Braoglie.

QyPostulat
Tout processus guantique est décrit par une fonction complexe (7, ¢) appelée fonc-
tion d'onde qui est une amplitude de probabilité de présence de la particule. Cette
fonction d'onde contient toutes les informations sur l'état de la particule [ou du
processus etudie).

Max Born a postulé en 1924 que la probabhilité pour que la particule soit trouvée a l'instant
t dans un élément de volume infinitésimal dv = dx dydz centre autour du point M de
coordonnées z, y et z est :

dp(7,t) = [ (7, 1) dv 2.1
ol |¢(7,1)]* = (7, t)*¢ (7, t) est une densité de probahilité.
Si le systeme est constitué d'une seule particule, la probabilité de trouver celle-ci a
un point quelcongue dans l'espace a l'instant ¢ est une certitude, donc par convention,
égale a l'unité :

[ o)do =1 2.2)
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Pour representer un état physique, la fonction d'onde (7, ¢) doit étre de “carre sommable”;
c’est-a-dire une fonction dont l'intégrale [ |4 (7, ¢)|*dv converge.

2.1.2 Difference fondamentale entre état classique et état quantique

Etat classique d'un corpuscule est parfaitement determing a l'instant ¢ par la connaissance
des b composantes z, y, 2, v, v, et v,. Le principe fondamental de la mécanique classique

—

F = dpjdt, régis 'évalution du systeme a chague instant. Ce principe établit par Newton
n'a pas eté démontré mais admis. [l a justifié a posteriori par ses conséquences.

Etat quantique d'une particule nécessite pour étre parfaitenent déterminé, la connaissance
des valeurs numeériques de (7, ¢) aux différents points de 'espace. Schrédingeren 1926
établit 'équation d'évolution a laquelle obéit la fonction (7, ¢). Il ne saurait étre question
dans le cadre de ce cours de la deduire d'un postulat d’évolution, aussi, plutét que de
I'obtenir d’'une maniere qui ne pourrait étre gu'apparemment déductive, il est preferable
de simplement la poser et de I'admettre comme étant I'équation fondamentale de la
dynamique quantique.

2.2 Equation de Schradinger

2.2.1 Introduction

Lorsqu'une particule de masse m se trouve dans un champ de force extérieur derivant
d'un potentiel, en plus de son énergie cinétique, elle possede une énergie potentielle,
fonction du point et en general du temps. Un notera V(7,¢) cette énergie potentielle qu'on
nommera potentiel. Dans la suite de ce cours, on la considérera comme indépendante du
temps ce est largement suffisante pour traiter les quelques exemples simples auxquelles
nous nous limiterons ultérieurement.
Etat de cette particule [ou de tout systéme guantique qui peut étre ramené a l'etude
d'une particule] sera représenté par la fonction d’'onde ¢ (7, ¢) solution de |’équation de
Schradinger :
h 9 (i i AY(T, r, 2.3
v azﬁ(nt) = “om 7vb(T?t) +V(F)¢(r7t) 2.3]

ou le symbole A = (82/0x2 + 0%/0y* + 82/622> represente ['operateur Laplacien.

Hemargues : I'équation de Schrddinger est :

* linéaire et homogene en (7, t). Par conséquent elle prend en compte le principe
de superpaosition [les solutions peuvent étre ajoutées en amplitude et en phase pour
pouvaoir reproduire le phénomene d'interference]. Autrement dit, 5i ¢ et ¢, sont
deux solutions indépendantes, alors toute combinaison lineéaire atyy + S («, 5 € C)
est aussi solution. Ceci permet de construire la solution générale en formant des
combinaisons linéaires de solutions particulieres.
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» du premier degre par rapport au temps. Cette condition est nécessaire pour gue
I'état du systeme représente par (7, t,) a l'instant ¢, determine son état a tout
instant ultérieur t.

» L'équation de Schrédinger précédente permet d’obtenir les relations de correspon-
dance entre grandeurs physigues classiques et opérateurs differentielles quantiques.
En effet, en écrivant que l'énergie totale est la somme de |'énergie cinétique et
I'énergie potentielle :

2
E=L 1y 2.4)

2m
En comparant avec I'équation de Schrédinger, on obtient :

0
E +— zha (2.5]
p? —— —h?’A = (—ihV)? (2.5)
3 N A
5o _Zhv__m(ax’ay’az) 2.7]

Densité et courant de probabiliteé :

Déja vu que la fonction d'onde, ¢ (7, ¢), n'a pas de réalité physique d'apres Born, mais
elle peut étre interprétée comme une onde de probahilité de présence. Dans ce sens, et
afin que cette interprétation probahiliste soit compatible avec I'équation de Schrédinger,
il doit exister une équation de conservation décrivant I'écoulement sans perte du flux de
probabilité.

 Densite de probahilite :

p(Fv t) =" (Fv t)w<7?> t) (2.8

* Courant de probabilité :

J(Ft) = —— |0 (F ) VU7, t) — (7, 1) VY© (7, 1) 2.9)

-

« Equation de conservation : Léquation de conservation satisfaite par p(7,t) et j(7,t)
est [voir section 1.4 de I'annexe | pour plus de détails]:

0

ap(r, t)+ V.j(r,t) =0 (2.10]

Elle reflete que toute variation dans le temps de p(7,¢) est due en fait a une variation
dans I'espace du courant de probabilité (7, ¢). Par conséquent, c’est est une équa-
tion de bilan gui traduit la conservation locale de la densité de probahilité, décrivant
'écoulement sans création ni perte du flux de probabilité.
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2.2.2 Seéparation des variables et états stationnaires

Nous cherchons des solutions de l'équation de Schrédingerdu type ¢(7,t) = o(7)x(¢).
Pour cela reportons cette solution éventuelle dans 'équation [2.3) ce qui donne :

$ho(F) S x(1) = X(1)] — o AG(] + X(OV (I(7) (2.1
Divisons les deux membres par ¢(7)x(¢) :
S0 = S = 58] < V) 2.2

Nous avons donc une egalitée entre une fonction de ¢ seul a gauche et une fonctin de
seul a droite. L'égalité n'est possible que si chacune de ces fonctions est égale a une
constante que nous appellerons £ = Aw [(w est une pulsation).Nous obtenons ainsi les
deux équations suivantes :

dx(t .

>c<i§f) = —iwx(t) = x(t) = Ae ™" (2.13)

2

A + V(PO = B 2.4

L'équation (2.14) est I'équation de Schridingerindépendante du temps. ¢(7) est appelée
solution stationnaire de I'équation de Schrédinger.

Hemarques :

» La solution de I'équation de Schrédinger dépendante du temps s’écrit:

Y(i" 1) = G(F)x(t) = Ae™'¢() = (", 1)]* = [Ad ()| [2.15]

la densite de probabilité est indépendante du temps ¢. Cela signifie que la partic-
ule est stationnaire, en ce sens que sa probabilité de presence [(éguation (2.1)] en
n'importe quel point M de 'espace est invariable dans le temps.

» L'opérateur Hamiltonien H su systeme s'écrit :

h2
H=—A+4+YV 2.16
5 AT VI(P) (2.16)
et donc 'éguation [2.14) peut encore étre écrite sous la forme d'une equation aux
valeurs propres :

Ho(r) = E¢(r) 2.17)

ce qui reflete que les énergies possibles du systeme sont donc les valeurs propres
de I'hamiltonien H.
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« Equation de Schrédingera une seule dimension est obtenue en remplacant le lapla-
cien A par son expression a une seule dimension % dans |'équation (2.14] :

- )+ V@)ola) = Bolw) 218

2m dax?

qui se simplifie encore une fois sous forme :

d? 2m
o)+ I E V() ola) = 0 212)

2.2.3 Comportement de la fonction d'onde stationnaire a une seule
dimension ¢(z)

Pour gu'une fonction d’'onde ¢(z) soit acceptable come fonction propre, c'est-a-dire so-
lution de I'équation de Schradinger, elle doit posséder certaines propriétés de continuité.
Comme |¢(z)|* = ¢(x)¢(z)* représente la densité de probabilité au point z, ¢(z) doit étre
necessairement continue en tout point. En effet, la densité de probabilitée pour = + € doit
tendre vers la valeur de cette densité pour x quand e tend vers 0.

a] Hégion ou I'énergie potentielle est constante :
Si V(x) = V =Constante, I'équation de Schrédingerindépendante du temps (2.19) s'écrit :

2
o) + 2B~ V)o(a) = 0 220)

Plusieurs cas se présentent suivant la valeur de I'énergie FE.
: ]a quantité 27 (E — V) est positive, nous la posons égale a &% (k? = 2m(E —
V')/h?). La solution de I'équation de Schradingerest alors :

o(x) = Aetkr Al etk (2.21)

ol A et A" sont des constantes complexes.

: la guantité 23(E — V) est négative, nous la posons égale a —¢* [¢* =

2m(V — F)/h?). La solution de 'équation de Schradingerest alors :
¢(x) = Be®™ + B'e™®" (2.22)

ou B et B’ sont des constantes complexes.

: la quantité 22(E — V) est nulle, I'équation différentielle de second degré est
assez-simple. Légquation de Schridingeradmet comme solution :

o(x) = Cx +C’ 2.23)

ou C et C’ sont des constantes complexes.
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b) comportement de ¢(z) en un point ou I'énergie potentielle est discontinu :

Si le potentiel V/(z) est fini et discontinu en un paoint x, d'apres la relation [2.20), la dérivee
second j—;gb(x) I'est aussi. Un peut alors en déduire gue :

’ -

/:OJFE ¢ (x)dr = ¢ (xo+¢€) — ¢ (x0—€) = 2¢¢” (x0)

2m —
= 2¢( (V- E)¢) = Ae (2.24)
ou A est une constante finie.
V(x) V(x) Vow
I AV
X0 cho X

Figure 2.1: Discontinuité finie (gauche] et infinie (droite].

Il s’ensuit que :
lim ¢ (o + €) = lim ¢ (g — ¢) [2.25)

ceci implique que la dérivée premiere ¢ (z) = L¢(z) de ¢(z) est continue en z,. Il en
sera de meme de la fonction ¢(x).

Si le potentiel V(z) est infini en un point x,, d’apres la relation (2.20], la dérivée seconde
d?¢(x)/dz? est infinie, et la dérivée premiere ¢'(z) est discontinue en z,. Seule la fonction
d'onde ¢(x) est dans ce cas continue.

c] théoremes :

Un admet gue la fonction d'onde ¢(x) est toujours continue guelque soit la discontinuité
du potentiel et est infiniment deérivable.

QyThéoreme 1 :
Aux points de discontinuité finie du potentiel V(z), la fonction d'onde stationnaire
(x) et sa dérivée premiere sont continues.

QyThéoreme 2 :

Sur une parai parfaitement reflechissante [V — oo dans la region = > ), la {onction
d'onde stationnaire ¢(z) s'annule c’est-a-dire que la probabilité de présence de la
particule est nulle dans une région ou V' — oc.
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QyThéoreme 3 :
Aux points de discontinuité infinie du potentiel V(z), la fonction d’'onde stationnaire
(x) est continue alors que sa dérivée premiere est discontinue.

QThéoreme 4 :
Si le potentiel V(z) est pair, alors les fonctions d'onde stationnaires ¢(z) ont une
parité bien deéfinie : elles sont paires ou impaires.

2.2.4 Etude d’'une marche de potentiel

La marche de potentiel permet de décrire divers systemes physiques en premiere ap-
proximation : la situation d'un électron de conduction dans un métal par exemple. Dans
le métal, on peut considérer, que les electrons de conduction sont mis en commun et
constituent un gaz d'électrons susceptibles de se déplacer librement. Ces électrons ren-
contrent a la surface du métal une brutale augmentation du potentiel, ils ne peuvent
s'echapper et restent piéges dans le métal car il ne possedent pas une énergie cinétique
suffisante pour pour vaincre la barriere. Le potentiel qui illustre schématiquement ce
cas physique est présenté par la figure [2.2-b] pour des électrons, a la limite ou leurs
longueurs d'onde de de Broglie sont tres supérieures a a. Afin de simplifier les calculs, on
considere que le potentiel peut étre schematisé par une marche de potentiel représentee
par la figure [2.2-3].

o Ve
V
Région1: x <0 Région1l: x>0
x
b) o
2
g
2
2 -
°o—= § o>
e °o—— @
o o o—>
=l
=
«—
a L ;
Y 77

Figure 2.2: Discontinuité finie (gauche) et infinie (droite).
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a-Jcasou B >V} :

On pose :
2mE 2m(E — W
b= et k= (rﬂO) [2.26)
dans la région [, 'équation de Schrédingers’écrit :
d? 2mkE
I (z) + e ¢(x) =0 [2.27)
dont la solution est
01(w) = Aye™it 4 Ajem e [2.28)

¢1(x) est la superposition de deux ondes; la premiere : ¢i(x) = A;e*™®, correspond a
une particule se deplagant de gauche a droite, représente une onde incidente issue de la
région | dont le courant est |A; |*(kky/m), il est positif. Cette onde donne naissance, dans
la région I, & l'onde ¢}(x) = Aje~"1*, réfléchie en x = 0 qui correspond a une particule
se deplagant de droite vers la gauche. Le courant correspondant se dirige vers les x
négatifs, il vaut —| A} |?(hk,/m).

Dans la région II, I'équation de Schradingers’écrit :

d? 2m(E — Vp)

o)+ L2 gy < o 223)

dont la solution est
pa() = Age™®2® 4 At 2.30)

A son tour ¢,(z) est la superposition de deux ondes; la premiere : ¢h(z) = A,e’*2*, cor-
respond a une onde transmise dans la région Il dont le courant est positif et s’écrit par
| As|?(hky/m), tandis que I'onde ¢}(z) = Aye*2* représente la partie qui subit la réflexion
dans la région I, mais puisque il n'y a pas de réflexion dans cette région [physiquement
parlant), on prend A, = 0.

Exemple :

Soit un flux de particules se déplacant de gauche a droite (vers les z croissants). Il
est certain gue la fonction d'onde de la particule dans la région Il doit étre de la forme
e onde plane se déplagant vers la droite (x > 0 et puisque il n'y a pas de particules
provenant de la droite [pas de réflexion dans la région II) on doit prendre A; = 0.

Les conditions de raccordement au point limite z = 0 sont :

$1(0) = 2(0) = A+ A, =4y

$1(0) = dp(0) = ki(Ay — A)) = ko Ay 2.31)

dou A2 (/{: k )2 A AR2
R— || =\ ™) 22 T 232
Al (1{71 + k2)2 ¢ A1 (kl + ]{52)2 [ ]

Les coefficients R et 7" sont les “coefficients de réflexion et de transmission en amplitude”.
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Hemarque :

U'apres la relation (2.32), A, est non nul, ce qui implique 'existence d'une probabilité non
nulle pour que la particule soit réflechie en # = 0. En plus, on remarque que R+ 7 =1,
cela signifie que le nombre & de particules reste constant : il n'y a pas de partciules qui
disparaissent ni des particules qui apparaissent en = = 0, car toutes les particules qui
y parviennent en repartant : il y a conservation du nombre de particules. La situation

A
4 T4,
—_—
R4

Figure 2.3: Heflexion et de transmission en x = 0.

est différente en mécanique classique; en effet, la particule possede |'énergie cinétique £
dans la région . Cette énergie cinetique est suffisante pour que la particule passe dans
la région II ou 'énergie cinétique de la particule est £ — V4 > 0. Du coup, un ralen-
tissement lorsque le corpuscule entre dans la région Il est prévu mais aucune particule
n’est réfléchie en x = 0. Le phénomene de réflexion est donc un phénomene typiquement
ondulatoire.

b-Jcas ol O < E <V :
Un pose :

2m .
P’ = ﬁ(vo —E)=—kI = ip=h (2.33)

on obtient

o1(z) = AT 4 AlemihiT (régionI)

do(z) = Agef® + Aye ™ (régionll) [2.34]
or la densité de probabilité de trouver la particule a 'infini [z — +oc] ne peut étre infinie
(inacceptable physiqguement car la fonction d'onde doit étre bornée); il est donc nécessaire
de prendre A, = 0. Le systeme [2.34] devient :

pr(z) = AT 4 Aemh® (régionT)
do(z) = Ajer® (région II)

La fonction d'onde est continue en « = 0 ainsi que sa dérivée premiere, cela permet
d’'obtenir : )
All k'l — Zp A2 2kl
J— - et —=
Ay ki+ip

= 2.35
le coefficient de réflexion est alors :

2

/
_|A —1 (2.36)

R—Ail
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[nterpretation physique :

Comme auparavant, la fonction d’onde dans la région [ est la superposition de deux ondes
L ¢l (r) = Aje’® et ¢f (z) = Ajle”™*. Londe ¢i(z) décrit un flux de particules de courant
positif |A;|?(hk1/m), venues de la région 2 = —oo et se dirigeant vers la marche de
potentiel. Une telle onde représente I'onde “incidente”. L'onde ¢! (x) représente un flux de
particules de courant —|A}|?(hk;/m) négatif et se dirigeant donc vers la région = = —oo,
I'onde ¢} (x) est donc I'onde “refléchie”.

Idl2=p
A,
_—
¢ R4, onde évanescente
A2

Figure 2.4: Heflexion en = = 0 et I'onde évanescente pour = > 0.

Comme en meécanique classique, le coefficient de réflexion en amplitude R = 1. Londe
subit donc une réflexion totale dans la mesure ou toute particule incidente est réfléchie.
Les ondes incidente et réfléchie construisent une figure d'interférences dans la région L
La densit¢ de présence dans telle région est donc p; = |¢}(2)|?. En posant R = |R|e,
il vient alors que p; = 2(1 + cos(2k,z — ¢)), La réflexion etant totale, le minimum de p;
correspond a une frange noire. Dans la region [ on observe donc une alternance de
franges brillantes et de franges noires dont 'interfrange est A\/2 = 7/k;.

Cependant, il existe maintenant une fonction d'onde dans la région Il : ALe **, onde
évanescente, qui implique une probabilité non nulle de trouver la particule dans la région
I[ qui lui est interdite en physique classique. Cette probabilite décroit exponentiellement
avec z.

Hemarque :

Dans la théorie classigue, aucune particule ne peut passer dans la région Il si son énergie
cinetique dans la region [ est inférieure a V; [soit £ < V). Ici la situation est différente
et ressemble a la situation que 'on rencontre en optique ot le mécanisme de réflexion
totale sur un dioptre engendre une onde évanescente dans le milieu le plus réfringent.

5Schéma explicatif :
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mécanique ondulatoire

Vix)
_
E> Vn s courant
%
Vﬂ
H r
E<V, - onde evanescentf
mécanique classique
E>V, i s N
: e e
E<V, | 2. 2>
s e =
—
J T
+
Yo rrrd //;;f

Figure 2.5: Marche de potentiel entre la mécanique classique et quantigue.

2.2.5 Etude d’'une barriére de potentiel

Considérons une particule a une dimension de masse m soumise a I'énergie potentielle,

0 si |z|>a
Viz) = L el

Vo si Jz|<a (avec Vp > 0),
schematisee sur la figure (2.6). Tel potentiel, discontinu en deux points x = —a et = = q,
permet d'étudier le principe de la résonance de diffusion ainsi que les phénomenes liés a
I'effet Tunnel.

Vix) &
Vo
0 a =x
| Il 1l

Figure 2.6: Barriere de potentiel.

Les fonctions propres de I'énergies satisfont I'équation :

B2 42y

2m dx?

h2 d?
Y Vew

2m dx?

=FEy pour z<0etz>a

= FEvy pour O0<z<a.

(2.37]

(2.38]
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2.2. EQUATION DE SCHRODINGER

Nous distinguons alors les deux cas £ > V; et E < V.

a-] Le cas ou F >V, : Hésonance de diffusion

avec les mémes notations qu'au paragraphe 2.2.4, les fonctions d’onde relatives aux trois
regions sont :

x<0: Yy (z) = Are™® + Ale™™®  avec k= V2mE/h
0<z<a: ty(x)=Ae*® 4+ Aye ™ avec ky = /2m(E —V;)/h
T>a: 3(x) = Aze™® + Aye™™® avec k= V2mE/h et Ay =0

Le choix de A; = 0 dans la derniére ligne est justifie physiqguement par I'absence de
reflexion dans la region I

La fonction ainsi definie est bornée. Nous devons nous assurer de sa continuité et de celle
de sa dérivée. Ainsi, les conditions de raccordement imposent ¢4 (0) = ¢»(0) [continuité
en « = 0] et ¢¥s(a) = ¥s3(a) [continuité en z = +a :

A+ A] = Ay+ A 2.39)
Agetihee L gL emihea — ggetikia 2.40)
La continuité de la dérivée premiere impose 42 = %L:o et 42 — %L@:—&-a :
k(A — A = ky(Ay — A) 2.41)
ko(Agetihza — AL emthea) = |y Agetitia (2.42)

Les cing constantes d'intégration A;, A}, A, A, et As sont reliées entre elles par 4
équations. Afin de les simplifier, on écrit :

ki + ks
(2.40) X kg + (2.42) — Ay = 1;];24(’“1’“2)%3 [2.43)
2
et i k:
— (2.40) X ky + (2.42) — Ay = %e“m’@)mg [2.44]
2

insérons ces deux equations (2.43] et (2.44] dans les équations (2.39] et [2.4l] permet
d’obtenir :

Aill _ (kg _ k%) Sin(kQa) (2.45)
Ay (K} + k3) sin(koa) — 2iky ks cos(kqa) '
et .
é _ Qik‘lkgefzkla [2 451
Ay (K} 4 k3) sin(kya) + 2ik1ky cos(kya) '
Les coefficients de réflexion et transmission de la barriere sont respectivement :
A/ 2 k2 — k2)2gin2(k
R=|2] = g Al () (2.47)
Ay (k% + k3)? sin®(kqa) + 4kik3 cos?(kqa)
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et
Asl*_ ik 2.48)
Ayl (B} + k3)? sin?(koa) + 4k1K3 cos?(kya) '

On remarque que (k% + k2)2sin?(kqa) + 4k?k3 cos®(kea) = (k2 — k2)? sin?(kqa) + 4k?k2 ce qui
permet de bien verifier que R+ 7T = 1.

T =

Interpretation physique :

La fonction d’onde v, () se décompose en deux parties : I'onde ¢ (x) = A,e™* représente
I'onde incidente, issue de la région I. Cette onde, en point « = 0, est partiellement refléchie
(la partie réfléchie est représentée par ¢}(z) = Aje~**1?] et partiellement transmise [la
partie transmise lors du passage I—Il est représentée par ! (x) = Aye™*2?]. La sceéne se
répete dans la région II. En fait, i(z) = ¢! (z) = Ase’*2® représente I'onde incidente dans
cette région, tandis que ¥5(z) = A,e~**2* est I'onde réflechie en point = a. Finalement,
I'onde transmise par la barriere en point x = a est ¥3(x) = Yi(z) = Aze’™®.

Y v, ¥
A
> —_— T A,
R 4, el
Région] | 1 |7 1

Figure 2.7: Barriere de potentiel dans le cas ou E > 0.

Le flux incident dans la région I est |A;|* (hk,/m), celui transmis dans la région Il est
| A3|? (hki/m). Le coefficient de transmission en intensité est le rapport de ces deux flux
comme déja mentionne dans équation (2.46), il vaut 7. De meme le coefficient de réflexion
en intensité vaut R. La relation précédente R + 7 =1 assure la conservation du nombre
de particules : le nombre de particules qui pénetrent dans la barriere est égal aux nombre
de particules qui en sortent pendant le méme temps.

Etude énergétique et graphigue
En remplacant &, et k, par leurs expressions en fonction de E et V4, on obtient :

1B(E - V)
AB(E — Vo) + Vi sin? (V2E0)

h

T = (2.49]

E et 'V, etant constants, on peut etudier les variations de 7" en fonction de la largeur de
la barriere a. En effet,
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* T est minimal < sin(koa) = £1. Et par consequent, la valeur du « peut s’écrit
comme a = nn/(2ke) ot n € N*.
4B(E = V)
AE(E — Vo) + V¢

* T est maximal et égal a | < sin(kea) = 0. Et donc, a = nn/ky 00 n € N. On dit
alors qu'on a une résonance de diffusion (la particule est intégralement transmise
et R =0).

La figure (2.8) illustre la variation de 7" en fonction des valeurs de la largeur de la barriere
a.

Figure 2.8: Variation de T en fonction de a.

b-] Le cas ol 0 < E <V, : Effet Tunnel :E:

La reésolution de l'équation de Schrddingerdans les differentes régions nous permet
d'écrire :

r<0: Yy (z) = Are™® + Ale™™®  avec k) =V2mE/h

0<z<a: thy(r)= A + Aye avec p=/2m(Vo — E)/h = iky

r>a: P3(x) = Age1® + Aze™®1T avec Ay =0

I'expression du coefficient de transmission 7" s’obtient en remplagant &, dans l'expression
(2.48) par —ip. Ainsi nous trouvons :

4E(Vo —E)

T = (2.51)
AE(Vy — E) + ViZsinh® ( =)
pour ce faire, il suffit de remarquer gue sin(—ipa) = —isinh(pa). Et donc
R=1-T (2.52)
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[nterpretation physique :

Classiguement parlant, comme l'énergie cinétique des particules dans la région I est F,
cette valeur est insuffisante pour que les particules issues de la région [ passent dans
la région Il ou leur énergie potentielle est V;, supérieure a E. Les particules sont toutes
refléchies. Dans le cadre de la mécanigue guantigue, la situation est totalement différente,
les particules ont une probabilité non nulle (puisque le coefficient de transmission 7" # 0]
de traverser la barriere de potentiel par effet tunnel.

A densité de présence

A;
> ; TA
R A, - —3
— ;

SN P

a. a "
Région | Région 1T Région 111

Figure 2.9: Densité de preésence de la particule décrite par la fonction d'onde .

[Dénomination et Hemargues :

o Imaginons un veéhicule passe un col de montagne sur son élan, il faut qu'il possede, au
pied de la montagne, une énergie cinetique, £, supérieure (ou égale] a 'énergie poten-
tielle, V4, qu'il aura au sommet du col. A cette seule condition le véhicule pourra passer
sur l'autre versant de la montagne. 5i ce n'est pas le cas [pour E < Vg, le véhicule peut
atteindre 'autre versant de la montagne en empruntant un tunnel.

o Dans I'équation (2.5 si pa > 1 — T =~ We‘%“ — 0. On retrouve le résultat
0
obtenu pour la marche de potentiel.

o Effet tunnel a de nombreuses applications :

i) Désintégration « des noyaux atomigues

Les particules « [porteuses des rayonnement sensible aux champs électriques et magne-
tiques), sont les particules émises par certains atomes, surtout les atomes lourds [ceux
dont le nombre atomique est grand]. Une particule o possede une énergie potentielle qui
est la somme de I'énergie potentielle nucléaire et de I'énergie potentielle liée a la répulsion
entre protons.
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P Pour simplifier, le potentiel nucléaire est constant dans
le noyau, et nul a 'extérieur. Le potentiel électrostatique
—— \ g diminue avec la distance a l'extérieur du noyau et est
completement supplanté par la force nucléaire dans le
noyau. Le potentiel ressemble donc a ce qui indiqué
dans le schema ci-contre : il forme une sorte de puits,
entouré par une barriere de potentiel.

X

i attraction
nucléaire

Xy Xy X3
Donc d'un point de vue purement classique, le phénomeéne de désintégration 4X —
273Y +4He ne peut avoir lieu et I'élément 4X devrait rester stahle, et pourtant I'expérience
montre l'inverse. Grace au physicien russe Georges GAMOV qui a montré en 1928 que ce
meme l'énergie de la particule « reste inférieure devant la hauteur de la barriere, son
passage a l'extérieur découlait d'un effet purement gquantique : l'effet tunnel. Et pour ce
faire, il fallait que I'énergie E doit étre positive pour espérer franchir la barriere, sinon
elle se heurte a une barriere infiniment épaisse. Et donc plus 'énergie est importante,
moins cette barriere sera epaisse et plus la probabilité de franchissement sera importante.

ii] Ernission froide d’électrons

L'émission froide traduit I'extraction d’électrons libres d'un métal, ce qui peut donc donner
lieu a I'apparition d'une différence de potentiel (d.d.p].

Le passage d'un électron libre d'un métal a I'espace extérieur est difficile puisqu'il de-
mande une certaine quantité d'énergie appelée la fonction de travail W qui représente la
barriere de potentiel estimée expérimentalement en se servant de I'équation d’Einstein :

W = hv — ;mevz (2.53]

ol v représente la fréquence du photon ~ utilisé, tandis que m. et v, sont, respectivemnent,
la masse et la vitesse de I'électron éjecté par un effet photoélectrigue.

D'un autre cotg, le gaz d'électron libre a l'intérieur du métal est confiné dans un puit de
potentiel dans lequel 'énergie potentielle des électrons est V' =~ 0, tandis qu'a 'extérieur
elle est considérablement plus grande [V > 0]. Pour extraire un électron du métal il faut
lui communiguer une énergie au maoins égale a I'énergie d'extraction W, donnée par :

W = Vh — Emax [254]

0l En.x est I'énergie du plus haut niveau occupé, comme indiqué dans la figure (2.10-a])
En élevant la température, I'énergie cinétique des électrons pourrait étre augmentée. Par
conséquent, une fraction d’électrons peut acquérir une énergie plus élevée que la barriere
de potentiel W, il en résulte un courant electrique du metal, cela est connu comme étant
I'émission thermoionique d’électrons qui est largement exploitée pour obtenir des rayons
électroniques dans les tubes a décharges.

Cependant, a de plus basses températures, un courant peut s'établir par l'action d'un
champ électrique extérieur d'intensité £ appliqué le long de la surface du métal. Dans ce
cas, I'énergie potentielle d'un électron de charge e est donnée en fonction de la distance
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a) b)
TR i erkeseur
; : el wl s
Energie _: :._.. V.
- Energie potentielle en
presence d‘un champ exterieur
[
E
[ Box e
| | :
Figure 2.10
x de la surface du métal par :
V(ie)=Vy—efx (2.55]

La figure [2.10-b]] montre la barriere de potentiel formeée due au champ électrique extérieur.
Les électrons peuvent traverser cette barriere par un effet tunnel.
Hemarques :

[l y a d’autres exemples physiques ou 'effet photo-electrique intervient (voir l'annexe 1.4].
Tels exemples comprennent, mais sans s'y limiter : Inversion de la molécule d’'ammaniac,
Effet Josephson [1962) entre deux supraconducteurs, Microscopie a effet tunnel,...

2.2.6 Etude d'un puit de potentiel carré : Etats liés

On se limite dans ce paragraphe a l'étude, a une dimension, d'une particule de masse
m soumise a l'énergie potentielle V(z), et dont I'énergie E telle que : —V5 < E < 0.
L'énergie potentielle Cette particule se trouve dans le puit de potentiel carré représente
sur la figure ci-dessous,

Région : 1 Région : 11 Région : 111

0 si |z| >a x
V(z) = -
(@) {—VO si |zl<a (Vo> 0), ? ?

-V,

(4]

Figure 2.11: Barriere de potentiel.

L'étude d'une particule d'énergie négative dans un puit de potentiel carré donne une
bonne approximation simple de tous les systemes lies [maolécules, atomes, noyaux,...]. Et
donc, comme pour la barriere de potentiel, notre but consiste a 'étude du spectre de
'hamiltonien et des fonctions propres associés.
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2.2. EQUATION DE SCHRODINGER

En posant :

—2mE 2m(E + V)
A
les solutions possibles (formes de la fonction d'onde) dans les divers régions sont les
suivantes :

q= 2.56)

le (I) = Aleqx + Alleiqx
Po(x) = Ape™ 4 Aje* [2.57)
ps(z) = Ase® 4 Age ™

Compte tenu que la fonctions d’onde doit étre bornées, cette condition impose A} = 0 et
Az = 0. Ceci donne :

¢1(£IZ’> = Aleqx
Go(x) = Ape™ 4 Aye 2.58)
o3(r) = A;e_qr

En outre, les fonction d'onde ainsi que sa dérivée premiere doivent étre continues en
r = +a. Ces conditions {ournissent 4 equations comme suit :

i] Haccordement en o = —a : continuité de ¢(z) et ¢ (z)
—a) = _ A1 — A, e—tka A’ +ika
alza)=da(=a) - JAie 20 T Al 2.59)
b1(—a) = ¢o(—a) qA1e79% = ik(Aye~ha — AL etika)
A, = 42tk o—(g+ik)a g
’2 +q2—ZIz'€ke—( +ik)a ' [28[]]
A2 = —We k. Al
i) Haccordement en = +a : continuité de ¢(z) et ¢ (z)
— A +ika A’ —ika _ A’ —qa
¢/2(+a’) ¢?(+a) SN - 2€ _: 26 ) N 36 ) [251]
bo(+a) = ¢y(+a) ik(Aget™ — Aje ) = —qAzem 1
A, = — 1=tk —(q+ik)a 4’
, q%i?ke—(q-&-ik)a , [2.62]
A2 = +W€ A3
En combinant les relations [2.60) et [2.62], on en deduit que :
Ay +ik _ika .
A = o — (& ?k)Q = ¢Pike 2,69
Ay gtk —ika q+ik
Ay q+ik
et donc
q— ik ika
=+ 2.64
a+ik 2.64)
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2.2. EQUATION DE SCHRODINGER

i] 1% cas :

ik ,
9 m Zk = —¢the % = tan(ka) (2.65]
q+i
1 k2 h2k?
— cos(ka) 1 +tan?(ka) k2442 2ml, 12.68]
72
— | cos(ka)| = - k (2.67)
0

Nous obtenons les valeurs de k& par une résolution graphique. Les valeurs de k& qui
conviennent correspondent aux abscisses des points d'intersections entre la droite (en
orange) k/ko (ko = /8mmV;/h) et la courbe [en blue) représentant | cos(ka)].

10n———m === e e el
Y » -~ |Cos(ka)
0-5 r ‘|‘ .“ “‘
y -“ ..‘ | Sin(ka) |
I‘t “l .‘1 k
. . . k k_
T in 2 3m 4 5m 0
2 -- 1
 / Y Y

Figure 2.12: Heésolution graphique des equations (2.67) et [2.67]. Un prend arbitrairement
a=1c¢tky =12

ii] 2¢¢me cgs -

q — ik e q
— | pika _1_ 2.68
T +e — cot(ka) (2.68)

, tan?(ka) k2 h*k?
— *(ka) = = = 2.69
Sin ( CL) 1+ tanQ(ka) L2 + qg 2mV0 [ ]
h? k

i = = — 2.70
— | sin(ka)] 2mVOk T (2.70]

les valeurs de k gui conviennent correspondent aux abscisses des points d’intersections
entre la droite (en orange] k/kq et la courbe [en vert] représentant |sin(ka)|.

Lonclusion :
Les solutions possibles de & étant discretes, il en sera de méme pour les valeurs possibles
de I'énergie £ = % — Vp. Il y a donc guantification de I'énergie.
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2.2. EQUATION DE SCHRODINGER

2.2.7 Puits de potentiel carré infini

Le potentiel d'un puit de potentiel carré infini est représenté sur la figure (2.13].

Vioo Vioo

V=0 V=0

< =0 >
0 L X

Figure 2.13: Puit de paotentiel infini

L'équation de Schrédinger s'écrit :

» 2mkE
¢ (2) + k2p(x) =0 avec k? = ng 2.71)
dont la solution est :
p(x) = Aet*® 4 A'emke 2.72)
Les conditions de raccordement, continuité de ¢ et non de sa dérivée, s’écrivent :
w0=0  _, JAtAd=0_ [2.73]
o(L)=0 ARt AlemF = ()
— A =—A etdonc At — ety = [2.74]
— sin(kL) =0 — k= n% avec n € N* (2.75]
L'énergie d'une particule dans ce cas est guantifiée, elle s’écrit :
h2k?  n2m?h?
E, = oy = oz Ve n= 1,2,3, ... (2.78)
La fonction d'onde, solution de I'équation de Schradinger s’écrit :
o) = A(e™™ — ) = 2 Asin(kx) = 2iAsin <n7£:17) = bsin <n7£x) (2.77)

la, on peut remarquer que pour la valeur n = 0, la fonction d'onde ¢ est nulle partout, et
par consequent cette valeur ext exclue dans [2.76).
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Veore | 9,2
¢3

9 — - —fJ— —\n=3 - I _ \n=3
¢?

TR
¢ \

1 - = == = = n=1

0 L/2 L x 0 L/2 L X
(A) (B)

Figure 2.14: [A) : les trois premiers niveaux et les {onctions d'ondes associées pour une
particule dans un puits infiniment profond. Lunité d’énergie est e = h?/8mL?. [B] : les
densités de probabilité associées.

Aussi, il est facile de normaliser ces fonctions d'ondes par la condition :

/OL () 2 = 1, 2.78]

qui donne |il faut remarguer que sin*(9) = (1 — cos(20)/2)]
b=y/—+. (2.79)

o(x) = \/ESiH(TZZ.I‘). (2.80]

La figure [2.14) montre les trois premiers niveaux ainsi gque les fonctions stationnaires
associées et la densité de probabilité |¢,|? de la particule sur chacun de ces niveaux.

Ainsi

Hemarques :

i) Les extremums des fonctions d’'onde correspondent a des densités maximales de
présence de la particule. Les noeuds, au nombre de L[], correspondent a des
densités de probabilités nulles.
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2.2. EQUATION DE SCHRODINGER

i) Les fonctions d’onde sont paires ou impaires compte tenu de la parité du nombre
entier n.
2.2.8 Cas particulier : Particule dans une boite rectangulaire

Le confinement d'une particule libre dans une boite rectangulaire, figure (2.15], peut étre
examiné comme corollaire du calcul précédent (probleme a trois dimensions].

AY

b
(0,0,0) l X
>
V (xl yl z)=‘n
V(x,y, z)=0

Figure 2.15: Boite rectangulaire

Nous supposons la boite munie de parois infranchissables, ou le potentiel devient brusque-
ment infini, étant nul o l'intérieur. Ce potentiel peut étre écrit mathématiquement comme;

V() 0 intérieur
x = , Vs .
oo sur les surfaces et a l'extérieur

L'équation de Schradinger s'écrit :

h? s 0? 0? 0?
la solution est de la forme :
(2, Y, 2) = Py (T) Py (Y) Py (2) (2.82)

0U ¢, (), ¢n,(y) Bt Vp,(2) sont respectivement solutions des problemes a une dimension
en x, y et z. Ceci permet d’écrire ¢ sous la forme :

Gnyngns (T, Y, 2) = Asin <n17rx) sin (mZy) sin (ngﬁz) (2.83)
a c

[l apparait dans ce cas gue le niveau F peut etre atteint pour differentes combinaisons des
nombres n;, ny et ng. Ceci correspond a plusieurs fonctions propres différentes ¢,1,2n3-
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2.2. EQUATION DE SCHRODINGER

Un dit dans ce cas que le niveau est degenere.

Cas particulier : boite cubique [a = b = (]

232

mh

E 2 2 2
n1,n2,n3 2ma2 (nl Ny nS)

(2.84)
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3.1

Toute loi physique doit étre empreinte
de beauté mathématigue.

— Paul Dirac

Introduction

Avant de passer a |'expression analytigue du modele correspondant a la mécanique quan-
tigue, il est intéressant d’en rappeler les idées de base et les difficultés mathématiques
gue 'on rencontre dans les expressions analytiques gui en découlent.
Limpératif fondamental du modele a construire doit étre de rendre compte guantitative-
ment des faits expérimentaux connus, entrainant deux consegquences :

i)

i)

a l'échelle élémentaire, on interpréte les expériences en considérant gque toute
mesure introduit une perturbation imprevisible. En effet, si cette perturbation eétait
previsible, sans étre cependant négligeable, on pourrait toujours construire une
théorie gqui en tiendrait compte. Nous traduisons ceci en disant gu'u systeme
physique change généralement d'état au cours de la mesure : il passe d'un état
initial que nous definirons ultérieurement a un etat final qui ne peut pas étre lie
de fagon déterministe a cet état initial. Pour construire le modele, il ne reste plus
pour deéfinir I'état final qu'a le lier a la mesure elle-méme, et encore faut-il pour
sauvegarder l'impreévisihilité, qu'il y est au moins deux états finaux possibles. Le
fait de lier état final a la mesure elle-méme ouvre la possibilité d'un état final qui
peut étre, selon le type d'expérience, soit de type corpusculaire classique soit de
type vibratoire classigue.

a I'échelle macroscopique, les modeles classiques ont regu toutes les verifications
expérimentales souhaitables et il est donc indispensable gu'il puisse étre déduit du
modele recherche, lorsque les conditions de validité des modeles classiques sont
réeunies. Cela peut s’exprimer en disant que le modele guantique doit redonner
un modele classique lorsque la constante de Planck tend vers zero. Cette condition
importante est connue sous le nom de principe de correspondance. 1l en résulte que
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3.2. ESPACE DES FONCTIONS D'ONDES J

les faits fondamentaux de la mécanique classique doivent avoir leurs homologues
EN Mecanique guantique.

Ces guelques principes (déterministe, principe de correspondancel vont servir de bases a
la construction de notre modele. Pour des raisons de commodités, nous procéderons par
étapes, nous envisagerons d'abord le cas d'un espace des états rapporté a un ensemble
de dimension infini non déenombrables. Un se place dans le cas ou les mesures se {ont sur
un systeme physigue pendant un temps suffisamment court pour que I'évolution naturelle
du systeme puisse étre negligee.

3.2 Espace des fonctions d’ondes J

3.2.1 Produit scalaire associé a J

Considérons un espace vectoriel “complexe” J, on a :
V(\Ifl, ‘Pz) € j,V()\l, )\2) < CQ . )\1\111 + )\2\112 < ._7 [51]

le produit scalaire associé a J peut étre défini en considérant I'application de J x J vers
le corps des nombres complexes C définie par :

(00) — [o'var 5.2

ol ¢* est le conjugué de ¢.
Le nombre complexe noté (¢, ) definit le produit scalaire de ¢ par .

al Propriétés :

\V/<\II7¢, ¢17¢27¢7¢17¢2) S j; v(/\l,/\Q) - C2

(D1, M1 + Aath2) = M@, 1) + Aa(a,402) : linéarité a droite.

o (A1 + Ao, 1) = Aj(¢1,¢1) + N5(¢2, 1) : anti-linéarité a gauche.
(9,
(

(0]

e}

) =(¢.9)

o (¢,0) >0

o (¢,¢0) =0 <= ¢ =0 non dégeneree.

o ||¥]| =4/(¥,¥) est par definition la norme de V.

b] Helations Supplémentaires :

(g, 0)* < (¢,0)(2, ) relation de Cauchy — Schwarz (3.3]
0+, 0+v) < (¢,0)+ (,¢) relation de Minkowski (3.4]

L'espace des fonctions d'ondes J, espace vectoriel complexe muni d'un produit scalaire
hermitien, est dit espace de Hilbert ou espace Hermitien.
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3.2. ESPACE DES FONCTIONS D’ONDES J

3.2.2 Décomposition d’une fonction d'onde sur la base des ondes planes

a) Transformée de Fourier a une dimension :

Deéfinition : Soit la fonction d'onde ¢ (z,t) d'une particule se déplacant le long de 'axe «
avec une guantite de mouvement p [p = p,). La transformee de Fourier de ¢ (z,t) est une
fonction ¢(p,t) définie par :

6 t) = —— [ (@ t) e~ Fda 5.5
V2rh J—co

Inversement, ¢ (x,t) peut etredeterminee par la transiormeée de Fourier inverse de ¢(p, t),

P(x,t)

+oo
— / o(p, t) e % dp. (3.6)

b) Transformée de Fourier dans |'espace a trois dimensions :

Définition : la transformée de Fourier d'une fonction d’onde dans I'espace a trois dimen-
sions s'ecrit :

78) = TR[(F 1)) = —— T (e T B 3.7)
o) = TR0 = s [ 0 F .
et
1 s ip.T
G = TF 0 0] = (s / ; 6 e g 3.8)

c] Egalité de Parseval et Plancherel. Conservation de la norme :

A partir des equations [3.7) et (3.8, on peut aisement demontrer la relation suivante :

[t pa = [ lotw. 0 59

qui s'appelle Egalité de Parseval & Flancherel et qui traduit la propriété de conservation
de la norme.

Preuve

[t opar = [ s = [ ;ﬂh _+°°¢> (0ot e dp ), )

-/ f:’ 6(p,t)¢" (p, t)dp

“+o0o
= [ lep.t)Pap 3.10)
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d] Fonction de Dirac 6(z) :

Comme par la suite, nous ferons appelle a la fonction [distribution] de Dirac §(z), nous
donnerons un bref apercu sur ses propriétés. Considerons la fonction §¢(x — z¢) définie
par :

I osi |z —

<
Vo e R, 56(x—x0):{ ;

Nl Nl

0 si |z—x ,

et dont le comportement est representé par la figure (3.1) suivante :

d(x-Xg)

el — — —

X-E2 X X-ER2

Figure 2.1: Fonction ¢ de Dirac centrée en z

Définition :
Un appelle fonction de Dirac la fonction 6(x — z,) définie par :

Ve e R,z —mx) = lii]% 0(x — xo) (3.11)

Propriétes :

% Pour toute fonction f, on a :
+00
Vo e R, /_ Nz — zo) f(z)dr = f(x0)
*x 0(—z) = 0(x)
*x 0(cx) = ﬁé(x)

* x0(x — x9) = x00(T — T0)

* 0(x? —a?) = 5-(6(x + a) + 6(z — a))

* TF[)(x — x0)] = ;ﬂh e i
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e] Base des ondes planes :

Deéfinition : Soient les fonctions définies par :

1 e
p(;c):\/ﬁ W Vre R 3.12)

Ces fonctions représentent des ondes planes.
Les relations (3.5 et (3.5) s’écrivent alors sous la forme :

®

+oo +oo
o t) = [ o @y et o) = [ vl t)a)dy 3.13
dVeC 1
vp(z) = \/ﬁe”? [3.14]

represente le conjugué de v,(z).
Ces relations montrent que

i) 'ensemble des ondes planes forment une base de l'espace des fonctions d'onde:
toute fonction d'onde se décompose d’'une matiere unique sur {v,(z)}

ii] la base {v,(x)} est une base orthogonale dans 'espace; c'est-a-dire qu'elle verifie
la relation de fermeture :

(1, vg) = /_OO 5, () vy () da = %/_OO T~ b(p — q), [3.15)
ou § est la fonction [distribution) de Dirac.
Pour geneéraliser au cas tridimensionnel, il suffit de prendre les vecteurs :

o Vi'= (z,y,2)

= e (3.16)

3.2.3 Opérateur associé a la mesure d’'une grandeur physique
a) Deéfinitions :

Un opérateur (ou opérateur fonctionnelle] est un étre mathématique agissant dans 'espace
des fonctions J. Autrement dit, A est une application définie par :

J — J
v — Ay (3.17)

L'opérateur A est dit linéaire si et seulement si :

V(1 9) € T, Y(A1, \e) € C?
ANy + Xahe) = MAY + MAY, (3.18]

Considérons deux opérateurs linéaires A et B :
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* A+B est un opérateur lineaire dit somme des operateurs A et B;
= AB est un opeérateur lineéaire dit produit des operateurs A et B;
* [A,B] = AB — BA est un opeérateur lineéaire appelé commutateur des opeérateurs

A et B.

b) Postulats :

A ce stade, nous ne ferons qu'énoncer les propriétés de guelques postulats que nous le
verrons de detail, au chapitre ?? :

Toute grandeur physique mesurable A est décrit par un opérateur linéaire hermétique
[toutes ses valeurs propres sont réelles] A agissant dans 'espace des fonctions d’onde.

5i une particule et décrite par une fonction d’onde +, fonction propre de A pour la
valeur propre a, [Av = ai), alors le résultat de la mesure de la grandeur physigue A
est la valeur propre a.

Par la suite, nous nous intéressons a deux opérateurs fondamentaux en mécanique quan-
tique, a savoir I'opérateur Position et I'opérateur Quantité de mouvement (impulsion), et
guelques une de leurs proprietés.

c) Opérateur associé a la position :

La fonction d'onde décrivant une particule parfaitement localisé en zy est : ¢(z) =
d(z — xg), avec xd(z — xg) = xod(x — x0).

L'opérateur associé X, associé a la position est simplement la multiplication par z de la
fonction d’onde:

J

—>
Sy 3.19)

J
(&

d] Opérateur associé a la position :

D'apres Louis de Broglie, une particule de guantité de mouvement p, se déplagant le long
de I'axe des z est décrite par une fonction d’onde plane +(z,t) = ctee®*=«)  La longueur
d'onde A qui lui est associée est donnée par :

2r  h h

A= —=—=p, = —k, =hk, (3.20)

ky P 2m
La fonction d'onde ainsi définie est nécessairement fonction propre de 'opérateur guantité
de mouvement P, pour la valeur p, :

P.u(x,t) = pub(x,t)
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Ur
d P . 0 _
%w(x,t) = ?w(sc,t) — —zh%w(x,t) = p(x,t) (3.21)
Un en deéduit I'équivalence suivante :
_ 0
P, = —zha—x 3.22)

Géneralisation :
Le méme raisonnement nous permet d’'identifier les équivalences,

. .0
P, = —zha—y et P, = —zha (3.23]

Par conséquent, l'opérateur guantité de mouvement P dans l'espace a trois dimensions
s'écrit simplement :
P = —ihV (3.24]

ou V= (8/8x, 0/0y, 6/82) est 'opérateur gradient.

e] Propriétés importantes des opérateurs position et quantité de mouvement :

Les trois composantes des opérateurs position et quantité de mouvement ohéissent aux
relations de commutation canonigques suivantes :

X, X,;] =[P, P,;] = 0 [3.25]

Démonstration :

Les coordonneées z, y et z étant indépendantes entre elles implique que les opérateurs
associés commutent. Le méme raisonnement s'applique aux coordonnées de l'opérateurs
guantité de mouvement.

Ve T
x( - ihaaxw) - ( - ihaimb) . —m(xaiw o %6;@ —ih [3.27)

f] Principe d’incertitude de Heisenberg :

[éterminisme newtonien :

Selon la loi fondamentale de la meécanique newtonienne, si les coordonnées de la position
et de la vitesse initiales sont donneées par 7(t = 0) et ¥(¢t = 0) respectivenent, et si I'on
connait toutes les forces agissant sur la particule, alors la trajectoire 7(¢) sera détermingée
de fagon unique. C'est cela le sens du déterminisme de la mécanique newtonienne.
[ndéterminisme quantigue :

La mecanique guantique va apporter des limitations quant a la possibilité de donner une
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description deterministe des lois de la Nature.
En 1927, Heisenberg a énonceé le principe d'incertitude [ou plus précisément d'indétermination],
pour la position z et 'impulsion p, comme suit :

5i I'impulsion d’une particule est déterminée avec précision, alors la position de cette
particule est completement indéterminée et inversement :

AvAp > Z 13.26)

ou
o Azr = U((x — <x))2> = /(x?) — (x)? est I'écart quadratique moyen de z;

e Ap, = \/<( . — <pz>)2> = /(p2) — (p.)? est I'écart guadratiqgue moyen de p,.

o (z) = [¢*xpdx et (p,) = [*p.bdx représentent les valeurs moyennes de « et de
p. TESpectivement.

N.B : une démonstration de la relation (3.28) est donnée en détail dans 1'??.
La relation de Heisenberg (3.28] s’écrit aussi pour le couple de variables énergie-temps
COMITIE Suit :

AE.At > Z (3.29)

Cette indétermination est fondamentale puisgu’elle est due a la double nature des objets
guantigues [onde-corpuscule] et a l'existence du quantumn de lumiere (le photon ~).

3.3 Espace des états, Notation de Dirac

L'état quantigue d'un systeme physique est caractérisé par un vecteur d’état, appartenant
a un espace des etats du systeme, note E.

3.3.1 Structure de 'espace E : espace des ket

a] E est un espace vectoriel complexe muni d'un produit scalaire hermitien. [l est dit
espace de Hilbert ou Hilbertien.
b] Les éléments de I'espace E sont des vecteurs appelées vecteurs kets. Un les note sous
la forme |¢).
Dans la paragraphe précédent, nous avons introduit la notion de {onction d’'onde ¥ € 7,
pour l'état guantique du systeme. La correspondance entre la description en terme de
fonction d’'onde ¥ € J et celle par vecteur d’état, appelé ket et noté |¢) de E, est réalisé
par :

VeJ < [)€eFE (3.30]
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c) Produit scalaire associé a E :
Considérons 'application définie par :

ExFE — C
(190,10 — (o) = [ Gvd'F 331

Cette application est une {orme hermitienne positive non degénéree sur E, en effet :
\V/<¢, (blu ¢27¢7 wla ¢2> € E7 v()\la )\2) € CQ

o (Pl A1 + Aatha) = Ai(P|Y1) + Aa(@|e)o) : linearité a droite.

o (M1 + Aaga|t) = A {p1]0) + Aa(po|tb) : anti-linéarité a gauche.
o (@) = (Y|¢)* : hermiticite

o (¢|¢) > 0 : positivite

o (¢|¢) =0 <= ¢ =0 non dégéneree.

o ||¥]| =4/(¥|V) est par definition la norme de .

Elle définie le produit scalaire dans I'espace E. que I'on note par : (¢[y).

3.3.2 Structure de I'espace dual E* : espace des bra
a) Deéfinition :

Soit un ket |¢) de E. Considerons la fonctionnelle linéaire de E vers le corps des nombres
complexes C

F — C
V) — (SlY) 3.32)

I'objet deéfini par (¢| est appelé le vecteur bra.
L'ensemble des bras (¢| forme I'espace vectoriel E*, appelé I'espace dual de E.
Theoreme :

V|¢) € E < (¢| € E* (3.33]

a) Propriétés :
« E* est espace vectoriel sur le corps des nombres complexes C,
« dim E* = dim E,
« la correspondance bra<—ket est anti-linéaire

V(¢1,¢2) € EQ? v()\ly )\2) S C2
[Athy + Agthe) = [Aithy) + [Aatha) — AT (¥1] + A5 (] (3.24]
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3.3.3 Opérateurs linéaires
a) Définition :

Un opérateur A est un étre mathématique agissant dans 'espace des états E. Son action
se traduit par une application définie par :

FE — F
)y — Al) (3.35)

L'opérateur A est dit linéaire si et seulement si :

V([e1), [02)) € B2, V(Ag, Xp) € C?
A1) + A2lthe)) = AA[1) + Ao Aleba) (3.36)

b] Propriétés :

Soient A, B, C trois opérateurs linéaires. Nous définissons les opérations suivantes :

A+B=B+A ([comnmutativité de 'addition]
A+B+«LC]=A+B]+C (associativité de 'addition]

A[BC] = [AB|C [associativité du produit] (3.37)
(A+BJC=AC + BC [distributivité a gauche]

AB +C] = AB + AC (distributivité a droite]

c] Généralités sur les comrmutateurs :

Definition: On appelle commutateur de A et B pris dans cet ordre, ['opérateur noté [A, B|
et défini par :
[A,B] = AB - BA

A et B commutent si et seulement si [A,B] = 0. En plus,

[A,B] = —[B, A] (3.38)

[A,B+C]=[A,B]+[A,C] 3.39)

[A,BC| = [A,B|C + B|A, C] [3.40)

[AB,C] = A[B,C] +[A,C|B [3.41
n—1

[A,B"] =Y B”[A,B]|B" " '; avecn € N* (3.42)
p=0

[A,[B,CJ] + [B,[C,A]] + [C,[A,B]] = 0 (identité de Jacabi] [3.43]

d) Fonctions d'opérateurs :

Soit f(«) une fonction indéfiniment dérivable. La série de Taylor associée a f s'écrit :

o f

+oo . 1
- nz:%f"x ou = n'(@x”)

(3.44)

=0
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Soit A un opérateur linéaire quelconque. L'opérateur f(A) est défini tel que :
+o0
fA) =2 fn A"
n=0

Exemple :

+oo " IZ 3 +0oo A" 2 AS

x A
efzzﬁzlqtaﬂrz' +—+...:>eA:ZF:1+A+§+—+...
“— n ! “— !

3! 3!

Hemarques :

1
eAeB = eATBez[ABl (formule de Glauber)
eheB £ eBel et efeB £ eATB,

les deux inégalités de (3.48) ne sont valables que si [A, B] = 0.

e] Opérateur linéaire adjoint :

Definition: Soit A un opérateur linéaire associant a tout ket |¢)) de E un ket

') = Aly).

L'opérateur adjoint AT, appelé aussi conjugué hermétique, de A est défini par :

(W' = (Y|AT.

Autrement dit, nous avons l'équivalence suivante :

Vi) € B, [¢) = Aly) <= (| = (y|AT
Proprietes:
i ;

= AT+ B

)

)" = Al
)
) — BfAf

i V(1) [0)) € B2 (9l Al) = (¥]AT]g)

x (9|Al) = (B|Y) = (¢'|#)* : le produit scalaire est hermitien.

(3.45)

(3.46]

(3.47)
(3.48]

(3.49)

(3.50]
(3.51)
(3.52]
(3.53]

« |¢) = ABJY) = A(Bly)) = Alx) <= (¢] = (x|AT = ((¢[BT)AT = (y|BIAT

* [0) = MAJY) = \Y) = (9] = A\ (¢ = X (YAl = (Y|\"A
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f] Conjugaison hermétique d'une expression donnée :

Pour obtenir le conjugué hermétique (ou adjoint] d'une expression donnée, il suffit de :

1. -Hemplacer :

* les constantes par leurs complexes conjuguées;
* les kets par les bras assaciés;

* les bras par les kets assacies;

* les operateurs par leurs adjoints;

2. -Henverser l'ordre des termes (la place des constantes n'a aucune importance)

Exemples :

« {2al) + wioBCl) ) = (hal)' + (1eBC)) = X (WIAT + u*(ICTBIY
)= e
too An too [/ An +oo0 an
(58 -0y -5 (W)

o N
* <€>\A) :e)\A : <62A> :e—zA

« [A,B]f = (AB - BA)' = BFAT — A'Bf = [B, A

gl Opérateurs hermeétiques :

Définition: un opérateur linéaire est dit hermétique (ou bien auto adjoint] si et seulement
si: A=A

Exemple : Lopérateur projecteur

L'opérateur Py = [¢)(¢| est par définition I'opérateur projecteur sur le ket [¢):

V¢) € B, Puy(I8)) = [)(v|¢) est un ket colinéaire a |) (3.54)

T T
L'opérateur Py, = [¢)(¢| est hermétique car (Pw) = <|w)<w|> = Pyy).
2

Si de plus le ket |¢) est norme, alors <P|w>> = Py Py = Py. On dit alors qu'il est
idempotent

Hemarque

En physique gquantique [ainsi qu'en mathématiques et en informatique), l'idempotence
signifie qu'une opération a le méme effet qu'on 'applique une ou plusieurs fois.
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h] Opérateurs unitaires :

Deéfinition: un opérateur A est dit unitaire si et seulement si : A~! = AT, Ainsi :

AAT=ATA =1 (3.55]

Hemarque

Si A est hermetique, alors ¢ est unitaire.
En effet,

A (eiA)T = A (e_iA) =1 (3.56]

3.3.4 Hepreésentations dans I'espace des états E :

a)] Heprésentation dans une base discrete finite :

Comme la base étant discrete, ['espace des états est de dimension finie. Un note |uy) une
base orthonormeé de E. Dans ce contexte,

« Tout ket |¢) de E est representé dans cette base par une matrice colonne dont les
elements sont par definition les composantes du ket [¢) :

C1
Co
C3

W)y => cplug) = W)= 3.57)
- .

Cn—1
Cn

« Le bra, (¢|, associé au ket |¢), est représenté par une matrice ligne dont les éléments
sont les complexes conjugués des ¢,

|y = ch|uk> — (| = Zc,‘;(uﬂ — (Y] = (c],65, Sy ey Cr_qyC) (3.58]
% k

« Tout opérateur linéaire A est représenté par une matrice carre note A = (4;;) ou le
A;; = (u;|Alu;) est appelé elément de matrice ou ¢ est l'indice des lignes, et j est l'indice
des colonnes.

* L'opérateur adjoint AT de A est représenté par la matrice adjointe de la matrice A :
Al= (‘A7) = (A7) 3.59)

En effet, A}j = (w;|At|u;) = (u;]Alu;)* = Aj;.

Exemple
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Supposaons 'espace E est de dimension 3. |uy), |ug), |us) une base de E.
Soit l'opérateur A défini par :

Aluy) = aluy), Alug) = alus), Aluz) = alug)

L'opérateur A est représenté dans la base |uy), |us), |us) par la matrice carré :

1 00
A=al|0 0 1 3.60)
010
b) Helation de fermeture :
V|v) € E, |¢) = cklug) 0u ¢ = (ug|tp) est la projection de [¢) sur le ket |ug); d'ou :
) = 3 el = (3 el ) —> 3 ) e = 2 .61
k k k

cette relation est appelee relation de fermeture.

c) Cas d'une base continue : Les représentations {|r)} et {|p)}

Heprésentation {|r)} :

L'état dynamigue d'une particule parfaitement localisée au point z, est décrit par le ket
|zo) assacié a la fonction d'onde &,,(x — x¢) = 0(z — o). Par analogie avec l'espace des
fonctions d'onde, on a les propriétés suivantes :

= Equation aux valeurs propres :

Xo(x — x0) = zod(x — 29) <= X|x0) = T0|T0) (3.62)
* {|r)} est une base de E

* Orthonormalisation:
(wola) = (Exnlér) = 80 — ) 3.63]

* Helation de fermeture :

/|x>(a:|dx —1 [3.64)

Preuve: V|zo) € E,
j20) = [ 2)0(x — wo)dz = [ | (alwo)dz = (/ \x><x\dx) 1%0) 3.65)

Hepresentation {|p)} :

L'état dynamique d'une particule, ayant la guantité du mouvement p, est parfaitement
déterming et décrit par le ket |p) associé a la fonction d’onde v,(x) = e?*/"/\/27h.

Par analogie avec I'espace des fonctions d'onde, on a les propriétés suivantes :
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= Equation aux valeurs propres :

0
Pv,(z) = pr,(2), (OﬁP = —ihax) <~ Plp) =plp) (3.66)

{|p)} est une base de E

* (rthonormalisation:
(plpo) = (Vp(@) |y, (2)) = d(p — po) (3.67)

* Helation de fermeture :
/Ip><pldp =1 3.68)

Preuve: V|p,) € E,
o) = [0 —po)dp = [ D)plpdp = ( [ Ip)pldp)lp0) (569

Composantes d'un ket [¢)) dans la base {|p)}:

0) = [olp)dp,  o(p) = (plv) = TFIY) 570
Démonstration:
) = (S )pldp) 1) = J Ip)dp(ple)
ou {pl) = [ vj(b(a)dr = 6(p) = TF[Y]

Geneéralisation : Heprésentations {|r)} et {|p)}:
Soit |r) = |z,y,2) et [p) = |ps,py,pz). 00 @

Xr) = alr),  Ylr) =ylr), Zr) = zlr)

Pxlp) = pzlp),  Pylp) = pylp), Palp) = p:|p)
(r|lro) =0(r —ro), (plpo) = d(p —po) HRelations d’orthonormalisation

/ Fydr(r| = 1, / ip)dp(p| =1 Relations de fermeture .71

3.3.5 Equations aux valeurs propres d’un opérateur :

a) Valeurs propres et vecteurs propres d'un opérateur

On dit que le ket |¢)) est un vecteur propre d'un opérateur linéaire A si :
A ) =AlY) 3.72)

ou A est un nombre complexe appelé valeur propre de A.
Soient ¢; = (u;]¢) les composantes de |¢) et A;; = (u;| A |u;) les éléments de matrice de
A dans la base orthonormee {|u;)} de E.

L. Hahili Mécanique (Juantique |



3.3. ESPACE DES ETATS, NOTATION DE DIRAC

Multiplions I'équation (3.72] par (u;| et insérons la relation de fermeture entre A et |¢). OUn
obtient :
(uil ALly) =3 (wil A fuy) (uile) = A (i)
J
soit
ZAijcj = )\Ci =)\ chéij
J J

ou bien
Z {A’LJ — )\(51} C; = 0
j
C'est un systeme linéaire homogene dont les inconnues sont les ¢;. Il n'a de solutions gue
si:
Det[A — M =0

C'est I'équation caractéristique de A, c’est une équation de degré »n en A dont les racines
sont les valeurs propres ), de l'opérateur A. Dans cette équation, A est la matrice
représentant I'opérateur A dans la base {|u;)}.

Un determine les g, vecteurs propres |¢;x) (k= 1,2,...,¢/) associé a la valeur propre \,
en résolvant le systeme. Un choisit ces vecteurs normeés et orthogonaux deux a deux.
Hemarque :

» Une valeur propre est dite simple [ou non dégénérée] s’il ne lui est associé qu'un
seul vecteur propre. Si plusieurs vecteurs propres lui sont associés, la valeur
propre est dite dégénérée.

» L'ensemble des valeurs propres {);} d'un opérateur est appelé spectre de I'opérateur.

3.3.6 0Observables :
a) Deéfinition

Un opérateur hermetique A, est un observable si le systeme orthonormé de ses kets
propres forme une base de 'espace des états E.

Théoreme |

Les valeurs propres d'un opérateur hermétique sont reelles

LUémonstration
L'équation aux valeurs propres s'écrit :

Al) = Al) = (Y]A[) = AWl) (3.73)
or

(WIAlY) = (W]AT[Y)" = (W]Ap)” [3.74)
= (V|AlY) € R

et (¢|¢) € RT, d'ou la valeur propre A est nécessairement réelle.

Thénreme 2
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Deux kets propres d’'un opérateur hermétique, correspondant a deux valeurs propres
differentes, sont orthogonaux.

Uémaonstration

Soient |¢) et |¢) deux kets propres d'un opérateur hermétique A, associés respectivement
aux valeurs propres A et u [\ # pl.

On a (¢l A) = Malw) = u(@ly) (car u réelle

Dot (A= (@) =0 = (ofe) = 0car A # p.

Thénoreme 3

5i deux opérateurs A et B commutent, [A,B] = 0, et si |¢) est un ket propre de A,
B|vy) est aussi ket propre de A associe a la méme valeur propre A.

[émaonstration
En effet, comme Aly) = aly) alors :

A(BJ¢)) = AB|v) = BAJy) = a(B|1))

Théareme 4

S5i deux opérateurs A et B commutent, on peut construire une base orthonormée de
I'espace des états constituée par des kets propres communs a A et B.

Demonstration

Soit A une observable, alors il existe un systeme |u,) orthonormeé de kets propres de A
formant une base de l'espace des états E.

Comme A et B commutent, |u,) et Blu,) sont des kets propres de A associés a la méme
valeur propre a,.

i) I*" cas: a, est une valeur propre simple [non dégénérée]
B|u,) est orthogonal a tout ket de la base |u,) autre que |u,) (d'apres théoreme 2.
Donc B|u,) est nécessairement colinéaire a |u,) : |u,) est donc ket propre commun
a AethB.

ii) 2°™M¢ cas: a, est une valeur propre dégéneree
Un note E, le sous espace propre associé a a, [A est une matrice diagonale dans
E,] et g, sa dimension.
Un diagonalise la restriction de la matrice associée a B dans le sous-espace E,.
Les kets propres de B, |v)),_, . dans E, sont aussi kets propres de A. Ce sont
des kets propres communs a A et B.

3.3.7 Ensembles Complets d’'Observables qui commutent [ECOC]
a) Définition

Un ensemble d'observables A, B, C..... est appelé ensemble complet d’observables qui
commutent si et seulement si :
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* toutes les observahles A, B, C,.... comrmutent deux a deux;

* la donnée des valeurs propres de tous les opérateur A, B, C,.... suffit a déterminer
un ket propre commun unique [a un facteur multiplicatif pres).

Autrement dit, un ensemble d’observables A, B, C,.... est un ECOC g'il existe une base
formeée de vecteurs propres communs et si cette base est unique.
Exemple :

i) L'observable position X est un ECOC,
En effet, pour toute valeur propre z, il existe un seul ket propre |z), tel que :

i1) Pour une observable A guelconque vérifiant I'équation aux valeurs propre suivant :
Alu,) = a,|u,), nous distinguons deux cas :

l. a, est une valeur propre “non dégénérée”, alors la donnée de «, détermine de
fagon unique le ket propre |u,). Par conséquent A est un ECOC.

2. si au moins l'une des valeurs propres a, est “dégéneree”, alors A n'est pas
un ECOC.

Dans ce cas, prenons une autre observable B qui commute avec A : [A,B] = 0, et
construisons une base orthonormee de kets propres communs a A et B. si a chacun des
couples (an,b,) possibles des valeurs propres, correspond un seul ket propre de la base,
alors A, B est un ECOC [A|v, ) = an|vn,) B Blua,) = bplvnp)).
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4.1

Oans

a—

b—

Ainsi,

(Juicongue n’est pas chogue par la
theorie quantique ne la comprend pas.

— Niels Bohr

Description classique d’'un systeme matériel

le contexte classique, on peut décrire un systeme materiel comme suit :

L'etat dynamique d'un systeme a un instant ¢ fixé est défini en mécanique classique
par la donnee de N coordonnées generalisees ¢(¢) et de N moments conjugues p(t).

A Tlinstant ¢ donné, la valeur des diverses grandeurs physiques est parfaitement
deéterminée lorsqu’on connait I'état du systeme a cet instant : on peut donc prédire
de fagon certains le résultat d'une mesure quelconque effectuée a l'instant ¢.

L'évolution dans le temps de I'état du systeme est donnée par les éguations de

Hamilton-Jacaobi :
@ _ OH ; dp; _ OH

ou oL
e 42
%= 5 4.2)

L =F—-V et H= FE+V sont respectivement le lagrangien et 'hamiltonien du
systeme etudie.

I'état du systeme a l'instant ultérieur a ¢ est predit de fagon unique si l'on connait

son état a l'instant ¢.

4.2

4.2.1

Description quantique

Les Postulats
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QyPostulat 1

A un instant t, I'état du systéme physique est défini par la donnée d’'un vecteur ket
|t)(t)) appartenant a I'espace des états E.

%Fustulat 2

Toute grandeur physique mesurable A est décrite par un opérateur hermitiqgue A
agissant dans E. L'opérateur A est une observable.

A noter la difference fondamentale en mécanique quantique entre I'état du systeéme et les
grandeurs physiques qui lui sont associées.

QyPostulat 3

La mesure d’'une grandeur physique A ne peut donner comme résultat qu'une des
valeurs propres a,, de I'cbservable A correspondante.

Lensemble des valeurs propres {a,} est appelé : le spectre de l'observable A.

QyPostulat 4

Lorsqu’'on mesure une grandeur physique A associée a un systeme se trouvant
dans ['état |¢(t)) normé, la probabilité P(a,) d'obtenir comme résultat la valeur
propre discrete a,, de l'observable A correspondante est égale a :

P(a,) = ; ’ <qu

(4.3]

‘ 2

(t))

ou {|ul)}iz1. g, forment une base orthonormée dans le sous-espace E,, associé a
la valeur propre a, de A.

Hemarques :

i) si [¢(t)) est non norme, nous avons :

1 2

P(n) = Ty |

ii) Dans le cas d'un spectre continu, le 44™¢ postulat s’énonce comme suit :
Lorsqu'on mesure une grandeur physique .4 associée a un systeme se trouvant
dans I'état |¢)(¢)) normé, la probabilité dP(«) d'obtenir un résultat compris entre o
et a + da est egale a :

(4.4)

()

2

dP(a) = | {(va|(t)) | da (4.5)

ol v, est le vecteur propre correspondant a la valeur propre « de l'observable A
associée a la grandeur physique \A.
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QyPostulat 5
L'évolution dans le temps du vecteur d'état |y (t)) est régie par l'équation de

Schridinger :
zhdhflit» = H(t) |1 (1)) (4.8]

ou H(t) est I'observable hamiltonien associée & I'énergie totale du systeme.

4.2.2 Conservation de la norme

L'opérateur H étant hermitique, 'équation (4.6] implique la conservation de la norme du
vecteur d'état au cours du temps.
Démonstration :

d d
S wol) = | %

Or, d'apres 'éguation [4.6), on a :

dly(t) 1 d{yt) _ -1 _ -1
= HO W) et = = - WO HT() = — (1) H()

HJonc
d

—1
SWOIW) = — WO HE) [9(0) + = (W@ ) [6) =

Donc : (¥(t)|¢(t)) est constante dans le temps.

4.2.3 Hésolution de |'équation de Schrédinger

Un suppose que le spectre de H est discret et non degeénére, et on désigne par £, Ses
énergies propres et par |¢,) les vecteurs propres associés :

Le systeme est supposé conservatif, c’est-a-dire H ne dépend pas du temps, par con-
sequent E, et |¢,) sont indépendants du temps.

Les vecteurs propres |¢,) lorment une base orthonormée complete de E, par consequent
le vecteur d'état |¢(t)) s'ecrit :

=S et)low) aver cult) = (6ulv() 48]

Projetons I'équation de Schrédinger (4.6) sur les vecteurs |¢,) :

zhjt (Dl th(1)) = (G| H [0(1)) = B (dn]o(t)) = @'hjtcn(t) _Byon(t)
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d'ou .
cn(t) = cn(to) e #En (t=t0)

Oonc

(1)) = 3 enlto) e #En (10) |5 )

n

Ainsi, si I'on connait le vecteur d’état a un instant initial ¢,, alors on pourra déterminer le
vecteur d'état a tout instant ultérieur.

4.2.4 Lopérateur d'évolution

Enonce :

Il existe un operateur dit opérateur d’evolution et noté U(¢,%y) qui permet d’obtenir
I'état du systeme |¢(¢)) a l'instant ¢ connaissant son état |¢(t)) a l'instant ¢ :

() = Ut to) [¢(to))

i) Sile systeme est conservatif, 'hamiltonien du systeme ne dépend pas du temps et
l'ona: 4
Ut tg) = e #t=0"
i1) Si |¢;) est un vecteur propre de H associé a l'énergie propre E;, alors :

U(t, to) [1hs) = e~k |y — e~ i(t=to)Es

i)
i79) Comme 'hamiltonien A étant hermitique, donc 'opérateur U est unitaire
Ut to) = e nt-0H — [l(¢ 1)) = et — piy = gyt = |

iv) L'opérateur U conserve la norme du vecteur d'état [« (¢)) au cours du temps.

W(O)[e(t) = (W(te) UTU [1b(to)) = (¥(to)[4(t)) = constante

QyPostulat B

L’état du systeme immeédiatement apres la mesure de la grandeur physigue est la
projection normee, ‘w'>, de I'état initial |¢)) sur le sous-espace propre associé a a,,.
Autrement dit :

/ P,
g1 4.9
(V[ Prlih)
ou P, =¥, |ul) (u',| est 'opérateur projecteur sur le sous-espace propre associé a

Q-
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Deux cas a distinguer :

= 1°"er cas : la valeur propre a, est non dégénéree
P, = lan) (an| = [¥') = |a,)

» 2®megr cas : la valeur propre a, est g,-fois dégénérée
gn gn
Pan = Z |an,k> <an,k| — W/) = Z bn,k |a'n,k:>
k=1 k=1

Alors 'eétat du systeme immediatement apres la mesure est une combinaison linéaire des
vecteurs propres associés a la valeur propre a,.

4.2.5 Principe de correspondance

Description classique Description classique
Position r(z,y, 2) R(X.Y.Z]

[mpulsion p(ps, py. p-) P(P,,P,,P.)

Grandeur physigue Alr,p,t] Ubservable A[H,Pt]

4.2.6 Valeur moyenne d'une observable

Définition : La valeur moyenne de l'observable A dans I'état normé |¢(¢)), noté (A),
est définie comme la moyenne statistique des resultats obtenus en effectuant un grand
nombre N de mesures de cette observable sur des systemes dans le meme état [¢(t)).
elle est définie par :

(A) =Y a,Pla,) [4.10)

ol a,, sont les valeurs propres de A et P(a,) représente la probabilité de trouver la valeur
a, au cours d'une mesure de A.
Propriété : Un montre que la valeur moyenne (A) peut étre également s’écrire :

(A) = (w®)[A[p(©)) [4.11

Démonstration :
Sur N mesures, on obtient N(a,) lois la valeur propre a,,.
D'apres le postulat 4,

mm:;wz

i

un> = an U,

v(t) P et A

'l > , 4.12)

d'ou

) ) (1,
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Or commine

2.2

n g

7 )
)

~1, [4.14]

alors = (A) = (L(1)[A[y(t))-
Hemarque :
Si l'état |¢(¢)) n'est pas normeé, alors (A) deviendra,

WOIARW)
W= o)

(4.15)

4.2.7 Ecart quadratique moyen

Définition : L'écart guadratigue moyenne est égal a la racine carré de la moyenne des
carres des ecarts :

= fi(a-) = (0 + cap —aeaa)

= (- @2) " = an = qay 416

4.2.8 Helation d’incertitude de Heisenberg

Considérons deux observables A et B conjuguées([A,B] = ¢A). (Juelgue soit I'état du
systeme etudie, AA et AB satisfont a la relation suivante :

AA.AB > Z (4.17)

Jémaonstration :

1/2
Soient, AA — ((AQ) _ <A>2) ot AB — (<B2> _ <B>2)
Posons

1/2

A=A—(A)1 et B=B-(B)1 (4.18)
alors : (AA)2 — (A?) et (AB)2 = (B?),
Puis utilisons I'inégalité de Schwartz :

| (zly) 2 < (zlz) (yly) (4.19)

avec |z) = A |u) et |y) = Blu), ot A et B sont hermitiques.
Alors,

< (A)*(B)? [4.20]
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AB+BA

Ensuite en décomposant en une partie hermitique ~=3

et en une autre anti-hermitique

AB-BA _ i nyjs en écrivant
AB] = AB-BA=(A-(A))(B-(B)) - (B—(B))(A-(A))
= AB - BA — A(B) — (A)B+ B(A) + A(B)
[A,B] = ih, (4.21]
Ainsi,
A AB+BA in 2 | AB+BA P2 R i4
i <[(AEEBA BB e (s nzm

d'ot, AAAB > L.
Cas particulier : R et P
Comme [R;, P;] = ihd,;, alors :

AxAP,

v

AyAP,

AV
NSt o DF 0| o

AzAP, >

ces equations représentent les Helations d’Incertitude de Heisenberyg.

4.2.9 Equation de Schridinger des systémes conservatifs

Définition : un systeme physique est dit conservatif si son hamiltonien ne dépend pas
explicitement du temps.
Soit {|¢,)} une base de vecteurs propres attachée a I'ohservable H :

H|¢n) = En |dn) (4.23)

|¢n) Bt E, sont independants du temps.
La connaissance de |¢,) et F, permet de déterminer I'évolution au cours du temps d'un
état quelconque [¢(¢)). En effet, en recourant a la décomposition,

V() =D calt) [én), aVEC  calt) = (Gult(t)) [4.24]
puis en considérant I'équation de Schrddinger, on a :
d d
i Dul(0) = (6a] HIG(W) = ih-pealt) = Bucalt), 425)

d’'ot,
Cn(t) = eolt = 0)e (=10

En

b(t) = Y ealt = 0)e D |, ) (4.26)

Ainsi, la donnée des conditions initiales ¢,(¢) de |¢) et E, permettent de déterminer |'état
du systeme.
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4210 Evolution de la valeur moyenne d'une observable : Théoréme
d’Ehrenfest

La valeur moyenne de 'observable A(t) dans 'état normé [¢(¢)) d'un systeme est définie
par,

() = WO A[P(@) - [4.27]
Son evolution dans le temps est décrite par I'équation suivante :
d 1 0A
S8 = (A H) + (52 428)
Jémonstration :
Una:
E(worawm ) = (5wl A + wolA( e + (el Ao
(4.29)
Comme :

d 1
SI) =+ H0 ()
d 1
S = - WEIHE

on obtient I'équation d’évolution de la valeur moyenne d'une observable A

Wl ) = 2(AHO - 1WA + @l TAw@) 430

don - ) +{2)

L'evolution dans le temps de (A),, (4.31) provient de deux termes différents : le premier est
lie a la non-commutation de l'observable avec I'Hamiltonien H du systeme, alors que le
second represente la dépendance explicite de I'observable A(¢) en fonction de la variable
t. 51 A(t) ne dépend pas explicitement du temps, alors A /0t = 0 et la relation précedente
se reduit a :

Oonc :

d
() = m<[A H(t )]> 14.32)
Si en plus I'observable A commute avec I'Hamiltonien H, alors
d
%(A> =0 (4.33]

on dit dans ce cas que A est une constante du mouvement. Les resultats des mesures de
A ne dépendent pas du temps.

Le théoreme d’Ehrenfest permet d’eétablir le lien entre la meécanique guantique et me-
canigue classique par l'intermeédiaire des variables positions et impulsions.

Lapplication de I'équation d'évolution d’une observable a R et P conduit 4 :
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SR = (R HO) + <%§> 434
S = (B Hw) + () 4.35)

> sont nuls car ces opeérateurs ne dependent du temps que de fagon implicite.

"'Ul

Q

(8)= 2
Ur, comme,
(4.36)

) -

(4.37)

. P? .
Poo—+ V(V(R))

P -

I'équation (4.37]) se simplifie si on se sert de la relation :
[A, BC] =BJA, C] + [A, BJC,

(4.38]

et devient,
R, —
2m

h —
= +i—P
m

D'autre part d’aprés la définition de I'opérateur P dans la representation |r), I'équation

(4.38) s’écrit
P, V(R)| = —ihVV(R) (4.39)
Finalement, nous obtenons les relations suivantes :
d - 1 /=
— =—(P 4.40
dt<R> m< > | ]
d - -
S(P) = —<VV(R)> [4.41

Elles ont une forme similaire aux

gui sont les expressions du théoreme d’Ehrenfest.
équations de la mécanique classique, en particulier celles d’Hamliton-Jacaobi [4.1).

4.3 Exemples d’application

4.3.1 Exemple 1: Application des postulats de la mesure

Mécanique (Juantique |
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Un considere un systeme physigue 5 dont I'espace des états, a trois dimensions, est
rapporte a la base orthonormee complete formee par les trois kets B = {|uy) , |ug) , |us) }-
Un considéere I'énergie totale et deux autres grandeurs physiques A et B associées au
systeme. Les observables quantigues associées a ces grandeurs sont respectivement
I'hamiltonien H et les deux observables A et B. Elles sont définies par leurs actions
sur les vecteurs de la base :

H |U1> = hcu |U,1> s H |U2> = 27?/,0 |U2> s H |U3> = hl,d |U3>
Alur) = alur), Alug) = alus), Aluz) = aluz)
B |’LL1> =) ’U2> s B IUQ> =) ‘U1> y B ‘Ug) =) |’LL3> .

ot :a, b etw, sont des constantes réelles positives. A l'instant t = 0, le systéme est
dans l'état initial :

1 1
[¥(0)) = Jur) + 7 |ug) + 7 |us)

Il Donner I'expression normalisee du vecteur [¢(0)).
2] Ecrire les matrices représentant les observables H, A et B dans la base B.
3] Un mesure, a l'instantt = 0, I'énergie du systeme.

a) [uelles valeurs peut-on trouver et avec guelles probabilités ?
b) Lalculer la valeur moyenne de I'énergie (H)y = (¢(0)|A}(0)).
¢) Lalculer I'écart quadratigue moyen AH

4) Au lieu de mesurer I'énergie du systeme a l'instant t = 0, on mesure la grandeur
A.

a) [uelles résultats peut-on trouver et avec quelles probabilités ?
b) Wuel est le vecteur d'état immédiaternent apres la mesure ?

5] Exprimer le vecteur d'état 1(t) du systeme a l'instant t.

6] Lalculer les valeurs moyennes (A), et (B), des observables A et B a l'instant t.
Lonclure.

7] [uels résultats obtient-on si I'on mesure a l'instant t l'observable A 7 Méme
guestion pour I'observable B. Interprétation.

4.3.2 Spolution !

1} Expression normalisée du vecteur [¢(0)) :
Calculons le carré de la norme du vecteur [¢(0)) = |u1) + 5 |ua) + J5 [us)

(WO)(0)) =145+ 5 =2
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Donc 'expression normalisée du vecteur est :

1 1 1 1
O = gy (1) + gl + 5l ) = b+ o)+

2) Les matrices représentant les observables H, A et B dans la base B sont :

100 00 0b 0
H=ho| 02 0] ; A= 0Oal|:;B=|0b00
00 2 a 0 00 b

ou: a, b et wy sont des constantes reelles pasitives.
3] A l'instant ¢t = 0, le systeme est dans 1'état initial :

o O

1 1
0)) =lu1) + —F=|uz) + —=u
On mesure, a l'instant ¢ = 0, I'énergie du systeme.

a) - Les résultats possibles :
sont les valeurs propres de ['hamiltonien H, c’est-a-dire : hwg et 2hwp.
- Les probabilités associées :
a la valeur propre hw, est associé le vecteur propre |u;), donc :

P(fws) = (| (0))]? = (;ﬁ) -2

a la valeur propre 2Aw, sont associés les vecteurs propres |ug) et |us) , donc

1\?2 N2 1
P(2hen) = [{ualpO) + [l = (5) +(5) =3
b) La valeur moyenne de I'énergie (H), = ((0)|H | (0)) :
Méthode [1:
1 1 3
(H)o = (¢(0)|H|(0) ZEP hwoxi—i-Qhwoxi:ihwo

Méthode [2] :

I N N e Y e T N F
il v
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¢) L'écart quadratique moyen : AH = /(H?) — (H)?
- Moyenne de H?

100 X
V2
(H = (hwo) (5 3 3 )[04 0 1
00 4 !
1
2 5
= (hwo)2<% 2 %) 3 )2(7%0)2
1
2

- L'écart guadratique moyen AH :

H =/ (H?) - (H) =\/Z(Mo)2—i(m)2:>A:h;2

4] Au lieu de mesurer |'énergie du systeme a l'instant, on mesure la grandeur
A

a) Heésultats possibles et leurs probabilites :
Il faut commencer par déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de
I'observable A.
Les valeurs propres de A

a—X 0 0
Det(A=XI)=| 0 X 0 |= (a—N*(N+a)=0
0 0 A

Donc, les valeurs propres de A sont : A = a [valeur propre deux Iois
degeneree) et A = —a [valeur propre simple]

Les vecteurs propres de A

Un constate que A |u;) = |uq), donc |vy) = |uy) est le premier vecteur propre
associé a a.

Un cherche |vg) = x|uy) + y|u2) + 2 |us) vecteur propre de A associé a la
valeur propre « tel que :

Alvgy = alvy), (vi|ve) =0, (va|vg) =1

ax ax .
az | =1 ay | = {

y==z
ay az

)=
o Alvg) = alvy) = (

8 O O
Q@ O O
o @ O
~
/—\
~

I
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L e, avec e

o {vafvs) = 1= a2 4+ [y?] + |22 = 2|yl = |yl = & = y =
est un facteur de phase qu'on peut prendre égal a 1, donc :

4

2

1
[vg) = /2 [[ug) + |uz)]

De meéme, on cherche le vecteur |vs) = x|uy) + y|ua) + 2 |ug) associé a
la valeur propre tel que : Alvs) = —alvs), (vi|vs) =0, (vslvs) =1 on

obtient :
1

|vs) = 7 [luz) = lus)]

Conclusion
Les vecteurs propres associés a la valeur a sont :

o) = un) et Ju) = j§ () + Jus)]

Le vecteur propre associé a la valeur propre —a est :

1
[vs) = 75 I} = lus)]

Alors, em mesurant 'observable A

* Les résultats possibles sont les valeurs propres de I'observable A
c’est-a-dire : a et —a.
» Les probabilités associées

- a la valeur propre « sont associés les vecteurs propres |v;) = |ug) et
|vg), donc :

P(a,0) = [{u[b(O)]” + (el (O)
Or
0 1
fulv®) = —
(o) = allun] + Gul]| T i + 3 ) + 5 )
1
7

(1 . 1> _ [4.42)

Donc:
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- a la valeur propre —a est associé le vecteur propre |vs) , donc :

P(=a,0) = [{vs]¢(0))[*

Comme précédemment, on a
(vsl(0)) = J5l{uzl — (ual] [ 5 ln) + 5 fua) + 5 us)] = J5 (5 - ) =0
Done:

P(—a,0) =0

Ou bien :
P(a,0) + P(—a,0) =1= P(—a,0)=0

Hemarque : Un a obtenu P(a,0) = 1. Ce résultat veut dire gue lorsqu’'on
mesure la grandeur A dans 'état |¢(0)) , on obtient certainement la valeur
a : l'état est donc un état propre de I'observable A associé a la valeur
propre a . En effet :

a 0 0 > v
AMW(OOa)(é)a(g)—ﬁAMWaW>
0 a 0 3 3

b) Vecteur d’état immédiatement apres la mesure :
Méthode [1]:
Avant la mesure, le systeme était dans l'état propre |¢(0)) de A, donc, apres
la mesure le systeme restera dans cet état propre. Ce qui implique gue l'état
du systeme immeédiatement apres la mesure est I'état [¢(0)).
Méthode [2] :
On applique le postulat 5 [réduction du vecteur d'état] :
L'état du systeme immeédiatement apres la mesure est donnée par la projection
orthogonale sur le sous-espace engendré par les vecteurs propres associés
a la valeur propre a. Soit :

) P, (0))
P(0)) =
o V (@ (0)| P (0))
ou
Py = |ur) (ua| + |v2) (02| = [ur) (ua| + ; (Jur) + |uz)) ((ur] + (uzl)

1 1 1 1
= Jug) (w| + 5 |ug) (ua| + 5 |ug) (us| + 5 |ug) (ual 5 |lus) (us|
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Donc :
Pl = (jur) (wnl + 5 |u2><u2|+1|u2><u3|+1|u3><u2|;|u3><u3|)
. ( 3+ 3 o)
- f|u1> ) 4 5 Jus)
— PD(0)) = [00) = P =1
Dou:

[¢(0)) = 14(0))

5] Vecteur d’état |¢(¢)) a I'instant ¢ :

Méthode [1]:

Un applique le postulat de I'évolution [postulat 6] gui stipule que le vecteur d’état
|t)(t)) évolue dans le temps selon I'éguation de Schrodinger :

d
i oty = H () ()

On résout alors cette équation () en tenant compte de I'état initial :

1
[4(0)) = \/—I’ln) > Jus) + 5 lus)

Posons alors :
() = ci(t) Jur) + ca(t) lug) + c3(t) |us)

L'équation (x) s'écrit alors :

thCz w) = H(ealt) ) + caft) Jus) + es(t) fus))

= hwo (Jur) + c2(t) Jua) + cs(t) us))

En projetant cette équation sur chacun des vecteurs de la base B, on obtient le
systeme d'équations suivantes :

{ ih01< ) hwo Cl( ) { C1<t) — Cl(o)e—ic'uot
ihéa(t) = 2hwy co(t) == ca(t) = ca(0)e 20!
ihés(t) = 2hwg c3(t) c3(t) = c5(0)e 2ot
Or: . , 1

1(0) = Vo c2(0) = > c3(0) = B
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Alors : . . .
(1)) = Ee_iwot |u1) + Qe_mot |uz) + 56_2w°t |us)

Méthode [2] :

Le vecteur d'état |¢(¢)) a l'instant t est obtenu en appliquant I'opérateur d’évolution
a l'état [¢(0)) :
(1)) = U(t,0)[4(0))

Lhamiltonien A eétant indépendant du temps, donc :

U(t,0) = e #/t
Ainsi : . X X
() = e 1 p(0)) = e w7 (\/§ lu1) + 3 |ug) + B |U3>>

Or : Jui), |usg) et |us) sont des vecteurs propres de I'opérateur H pour les valeurs
propres respectives fuvg, 2fwg et 2fw,. Donc ces vecteurs sont aussi vecteurs
propres de I'opérateur gui est une fonction de H pour les valeurs propres suivantes
: ettt g 2iwol gt o2l ragppctivement.

Happel :

Alpa) = alpa) = F(A)|pa) = F(a) |pa)

Donc :

1 . 1 .
6722w0t |u2> 4 §ef2uuot "Ll,3>

2
6] Valeur moyenne (A); de I'observable A a I'instant ¢ :

Méthode [1] :

calcul direct

p(t)) = ¢1§ jus) +

(A= (lL@)IAllY#)))

Donc : .
0 a O —se 0
<A>t — ( %ezwot %ehwot %€2uuot ) 00 a %6_2iw0t
0 a 0 e 2ot
Soit:

S

* ot 274"

1 efiwot
<A>t —a < %eiwot %GZiwot %€2iw0t > ( e~ 2iwot ) =q (1 + l + 1) =a

DN | =0 | =

Oonc :

(A); = a = constante

Méthode
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D’apres le théoreme d’Ehrenfest, I'évolution de la valeur moyenne d’'une ob-
servable A dans le temps est donnée par :

d 1 A
S = (A H) + (5

On peut verifier facilement que I'observable A ne dépend pas explicitement du
temps, et gu'elle commute avec I'hamiltonien H :

0A
E—Oet [A,H] =0

L'observable A est une constante du mouvement. Jonc :
94y = L u) Al =0
a7 dt B
Ainsi :
(A); = a = constante

(Ao = (0@)Al[¢ (1)) = a{[L(O)[|4(0))) = a
Car |¢(0)) est un etat propre de l'observable A assaocié a la valeur propre a.

Valeur moyenne (B); de I'observable B a 'instant ¢ :

On peut veérifier facilement que 'observable B ne commute pas avec I'hamiltonien
H:[H B]#0
L'observahle B n’est pas une constante du mouvement. Donc :

d
dt
Caleul de (B): = ([9()[B[¢(1)) :

(B)#0 = (B} # (B)=o

—iwot
—2iwot
—2iwot

L p—iwot
V2 b ; b
_ 1 iwet 1 2iwet 1 2iwot 1 —2iwgt — —iwot+e'ot
<B>t—(1,( \/56 26 26 %e = — (e + —
2

N~

—

MC\DH[\’)C\S—\E‘H
o

6—2int 2\/§ 4
Oonc :
coswot 1
B),=b -
Conclusion :
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une constante du mouvement;
T =2m/wy .

correspondantes.
:a et —a.

o Les probabhilités correspondantes :
La probahilité de trouver la valeur a :

P(—a)

de mesure se conservent dans le tem

correspondantes.

de |'observable B.

et Ay = —b [valeur propre simple].

T la valeur moyenne (A), est constante dans le temps, car l'observable A est
1 la valeur moyenne (B), est une fonction périodique du temps, sa période est
7] A T'instant ¢, on mesure I'observable A : Résultats possibles et probabilités

o Les résultats possibles sont les valeurs propres de I'observahble A, c'est-a-dire

P(a) = [{wa (O) + [(ua (1))’

Or:
1 —iwpt 2 1
mlee) = e = [l O) = 3
1
(va|(t)) = [\/5 <U2|+\/§<U3|1 X
1 —iwol —2iwot
[\/56 ’ ]uﬁ—l—Ee " lug) +
1 (12wt 1 —2iwot
B ﬂ(z 3 )
— () = ;
Donc :

P(a) = [{ua (0O) + [{waluo (1)) = 1

La probahilité de trouver la valeur —a :

(sl =1 - P(a) =0

Puisque I'observable A est une constante du mouvement, alors les probahilités

ps.

A 'instant ¢, on mesure I'observable B : Résultats possibles et probabhilités
Il faut commencer par déterminer les valeurs propres et vecteurs propres

Un calcul similaire a celui effectué dans le cas de 'observable A, nous donne

- les valeurs propres de B sont : A\; = b [valeur propre deux fois dégénérée]

V2

1 e—2z’w0t ‘U3>

L. Hahili
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- les vecteurs propres associés a la valeur propre \; = b sont :

wﬁ=m>MMﬁ=;§WQ+MH

- le vecteur propre associé a la valeur propre As = —b est :

1
93) = 75 llwa) = Jua)]

Donc, les résultats possibles sont alors b et —b.
- La probabilité de trouver la valeur b :

P(b) = [(us|:(t))* + a2l (D)

Or:
t — L it V2 — 1
() = e = [uslb@®)f =
o) = |5 bl + s Gl
[;ﬁe—iwot |U1> + ;6—22'50015 |U2> + ;6—2iw0t |U3>‘|
= 1 ! —iwot 1 —24wot
EERVC ARV RS
1 1 . 1 .. 1 4 1 '
— <q2|w(t)> — 5 <\/§ezwot + 262wot> (\/Qe_ZWOt + 26—21w0t>
2 1
- g + Tﬂ COS(Wot)
Donc :

PO) = s () + g (D)) = 5 + 575 cos(ent)

- La probabilité de trouver la valeur —b :

3 1
2= 8 203 cos(wot)
On constate que les probabilités de mesure de I'ohservable B sont des

fonctions périodiques du temps, puisque l'observable B n’est pas une
constante du mouvement.

P(=b) =1 —=P(b) = [(gs|¢(1))|

4.3.3

Exemple 2 : Evolution d’'un systeme dans un champ magnétique
[Théoréeme d’Ehrenfest]

L. Hahili
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4.3. EXEMPLES I’APPLICATION

Un considere un systeme physigue S dont l'espace des états, a deux dimensions, est
rapporte a la base orthonormee formeée par les deux kets B = {|+),|—)} . Soient les
observables S, Sy et S, définies par leurs actions sur les vecteurs |+) et |—) :

Sx|+>:g|_>a Sx|_>:§|+>
Sy[+H)=%1-),  Syl=) =%+
Sz|+>:g|+>7 Sz|_>:_7h|_>

. [a] Ecrire les matrices représentant Sy, Sy et S, dans la base B.

[b] Calculer les commutateurs [Sy, Sy, [Sy,S.] &t [S,, Sy .

2. Le systeme S supposé fixe [énergie cinétique nulle], est placé dans un champ
magnétique constant paralléle a Oz, B = Bé, ; I'hamiltonien d’interaction H du
systeme avec le champ magnétigue est alors H = wS, , ou w est une constante
reelle. A l'instantt =0, le systeme est dans |'état :

oy _ L 1
[¥(0)) = \/5|+>+\/§| )

(a] Calculer les valeurs moyennes (S,) , (S,) et (S,) dans l'état |{(0)) .

[b] Déterminer I'état |(t)) de la particule & tout instant ultérieur t > 0.

[c] Lalculer les valeurs moyennes (S,) , (S,) et (S.) dans I'état |1)(t)).
3. [(a) En utilisant le théoréme d’Ehrenfest, calculer : 4(S,). 4(s,) et 4(s,)
[b] Trouver les équations différentielles de second degre verifiées par (S,) et
(8y) . Hésoudre ces équations et retrouver le résultat de la question (2 —c).
En donner une interprétation geéometrigue.

4.3.4 Spolution 2

On considere un systeme physique S dont 'espace des états, a deux dimensions, est
rapporté a la base orthonormeée formeée par les trois kets B = {|+),|—)}

1} al Les matrices représentants S,, S, et S, dans la base B :

h{0 1 h({0 —i h(f1 O
s=5(V0) s=5(77) ==3(0 5)
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4.3. EXEMPLES I’APPLICATION

b] Calcul des commutateurs [S,, S,], [S,, S.] et [S.,S;] : Un a:

R (0 1 0 —i R (i 0
S””Sy_4<1 0)(2 0)“4 0 —i
R0 —i 01 (=i 0
SySﬂ”—zx(z 0)(1 o)‘z(o z)
15,8, = 5.5, — 5,5 = (TE O (L0 ) s
w Ryl T Reoy Tyt =0 g )T g 1 ) T
O'ou :
S, S,] = ihS.
e méme :
S,,S.] = ihS, ; [S., S| = ihS,

2] L'hamiltonien d'interaction H de la particule avec le champ magnétique est :

H=wS,, otweR

A linstant ¢t = 0, le systeme est dans I'état :

1

1
\/5 + E ’_>
(S,) et (S,) dans I'état |¢(0))

[40) +)

a)] valeurs moyennes (S,) ,

x (S)o="4(1 1)(? é)(}):ﬁ;(l 1)(1):2.2 — (sx>0_2
cen=t ()73 (1) =1 (1) =aee

= | (Sy)o=0

o=t (g &) (1)=0 (1) =ty

— [(S,)0=0

b] Le vecteur d’état |¢(¢)) a l'instant ¢ est obtenu en appliquant |'opérateur

d’évolution a I'état | (0)) :
¥ (1)) = U(Z,0) [¢(0))

Lhamiltonien H étant indépendant du temps, donc :

U(t,0) = 7 Tt = ¢ %5
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4.3. EXEMPLES I’APPLICATION m

Donc:

B(B)) = - (ji ++ 5 |—>)

Or, les vecteurs |+) et |—) sont des vecteurs propres de l'opérateur pour les
valeurs propres respectives % et 2.

Donc, ces vecteurs sont aussi vecteurs  propres de l'opérateur U(t,0) pour les
valeurs propres suivantes : e~*% et ¢/ respectivement. Donc :

1w 1wt
vt) = ﬁeﬂ? ++ e
c) valeurs moyennes (S,), (S,) et (S.) dans I'état |y (¢))
x (S,) = % i ) ) < ell ) =1 (™! 4 e
h
= | (S,) = = cos(wt)
* <Sy> — %( ezuét e_zwt ) ( ? —OZ ) ( 66:1; ) _ E’l( ezwt +€—zwt)
= | (8,) = = sin(wt)

3] a) D'apres le théoreme d’Ehrenfest, I'évolution de la valeur moyenne de
I'observable dans le temps est donnée par :

d 1 0S,
45 = s )+ (5)

Les observables (S,), (S,) et (S,) ne dépendent pas explicitement du temps,
alors :

d 1 w
7(8u) = - ([8u. H)) = — {[3..5.])
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4.3. EXEMPLES I’APPLICATION

Par conseéquent,

d w w d

£<Sx> =5 ([84,8:]) = —%Zh<sy> =—w(sy) = %(SQ = —w(8y)| [4.43]
d w w . d

%<Sy> =i ([8y,8:]) = %Zh<sy> =w(8y) = %<Sy> = w (Sy) [4.44]
d w d

%<Sz> = ([8:,8:) =0 = £<3z> =0 [4.45]

L'équation (4.45] montre que la composante reste en maoyenne constante :

d
%(Sﬁ =0 = (8,)=const=(S,)0 = (S.)=0

b] Equations différentielles de second ordre vérifiées par (S,) et (S,) :
Dérivons, par rapport au temps, les équations [4.43] et [4.44] :

(Sy) = Acos(wt) + Bsin(wt)

(8y) = C cos(wt) + Dsin(wt)

A, B, C et D sont des parametres complexes déterminés a partir des condi-
tions initiales :

B =0)=Edo=A=0 . {)E=0)=(§)=C=0

jt(SQ = —Awsin(wt) + Beos(wt) = —w(S,) = B =(8,)o=0
jt(sy> = —cwsin(wt) + Dcos(wt) = w(S,) = D =(S;)0= Z
Dou:

(S:) = Zcos(wt), (8y) = Zsin(wt), (3.)=0

On retrouve ainsi les résultats obtenues dans la question [2. c.).

Interprétation géomeétrique :
Ces eéquations décrivent un mouvement de précession du vecteur (S) de com-
posantes (S,) . (S,) et (S.) autour du champ magnetique B a la vitesse

angulaire w:

- h h
(S) = (Sy)€, + (Sy)éy, = B cos(wt)e, + B sin(wt)é,
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4.3. EXEMPLES I’APPLICATION

c) Interpretation physigue :
Ce mouvement de précession d'un moment cinétique autour d'un champ mag-
netique constant est appelé précession de Larmar.
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(Juiconque n’est pas chogue par la
théorie gquantique ne la comprend pas.

— Niels Bohr

5.1 Etude en mécanique classique

L'hamiltonien classique d'une particule de masse m dans un puits de potentiel harmonique
V(x) = mw?x?/2 s'écrit :
H—p—2—|—1mw2m2 (5.1])
S 2m 2 '
ol w est la pulsation propre de l'oscillateur et p = m 4 est 'impulsion de la particule.
Le mouvement classique de la particule peut étre obtenu a partir du principe fondamental
de la dynamique
Lr AV .
mﬁ——% — Ii+w =0,
la solution générale de cette éguation est

z(t) = acos(wt + @)
En remplagant cette solution dans l'expression de I'hamiltonien on obtient

H=-ma’?

2
qui est une constante du mouvement (le systeme est conservatif]. Lénergie de la particule
prend n'importe quelle valeur réelle positive; il y a continuité des valeurs possibles de
I'énergie classique de l'oscillateur harmaonigue.

5.2 Etude en mécanique quantique

L'opérateur hamiltonien en mécanique guantigue associé a l'énergie mécanique de la
particule s'écrit :
P2 o1
H=—+_-muwX? (5.2
2m = 2
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5.2. ETUDE EN MECANIQUE QUANTIQUE

L'étude guantigue de l'oscillateur harmonique se ramene a la résolution de I'éguation aux
valeurs propres de H.

H¢) = E|9) [5.3]
5.2.1 Hecherche des valeurs propres de H [énergies]

a- Notations :

Introduisons les opérateurs de création o et d'annihilation « [parfois noté aussi a~] définis
par :

=a

\/W 1

A partir de ces deux opérateurs, on définit 'opérateur “Nombre de quanta” N = a*a.
Propriétés :

o N est hermitique

o [a,at] =1

o H=hw(N +11)
Démonstration :

e Nl = (ata)l = (a)'(a™) = ata = N.

e Jna:
mw )
N=a"a = —X — X+ P
( 2h V2 V2mhw )( 2mhw )
1 1
- MWx2,  C pry o (xP - PX)
2h 2mhw 2h
—ih
muw 1 1
= —X?4+ - p?2__
2h +2mhw 2
1 (P2 1, 1
= — | — 4= X?
hw(2m+2mw )
1 1
- g _Z 5.4
hw 2 (54
Oe méme,

Neaot = [([™x+ ' p|[/m¥x___L _p
a ( 2h V2mhw )( 2h V2mhw
1 1
= —H+s [5.5)

d'ol [a,at] = aa™ —ata = 1.
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5.2. ETUDE EN MECANIQUE QUANTIQUE

Les expressions de 'hamiltonien guantique de l'oscillateur harmonigue :

1
H:hw(N+§)

Les vecteurs propres de H sont les memes gue ceux de l'opérateur hermitique H.
Les valeurs propres qui représentent les valeurs possibles de 1'énergie d'un oscillateur
harmonique se déduisent facilement de celles de N.

b- Recherche de valeurs propres de N :

Le probleme de la recerche des valeurs stationnaires de 1'énergie totale d'un oscillateur
harmonique a une dimension (OH[!)] en mécanique quantique se ramene a la résolution
de I'égiation aux valeurs propres :

Nloy) =vigw)
Propriétés :
o les valeurs de v sont reelles et pasitives
o alpy) =0
o Nalp,) = (v—=1al¢,) et Na*|p,) = (v + 1)a" |,)

o les valeurs paossibles de v sont entiers naturels.

Jémaonstration :

e on a (¢,|atalp,) = v (d|oy).
OF {Buld) > 0 et (6, a*alon) = [lalé,) 2 >0 = v >0,

e llalgo) |I* = (¢o| ata|po) = 0 {¢g|po) =0
d’[:l]:l a |¢0> =0

e Nalg,) = aaalp,) = (aa™ —1D)al¢,) = (aN —a)|¢y) = (v — 1)ald,)
et de meme Na™ |¢,) =aTaa™ |¢,) =aT(N+1)|p,) = (v+ 1)a™ |p,)

e Un suppose gue v n'est pas un nombre entier naturel. Il existe n un entier naturel
tel que n <v <n+ 1.
OUn a |¢,), ald,),..., a™|¢,) sont des kets propres de N associés respectivement
aux valeurs propres v, v — 1, ...., v —n avec v —n > 0 [propriéte 1.
De plus, a"™|¢,) est aussi ket propre de N associé a la valeur propre v —n — 1.
Ce gui implique que la valeur propre v —n — 1 est nécessairement paositive. Ceci est
en contradiction avec I'hypothese que v <n + 1.
D't la conclusion que v est un nombre entier naturel.
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5.2. ETUDE EN MECANIQUE QUANTIQUE

c- Valeurs propres de H :
Les valeurs stationnaires de 'énergie d'un 0.H[l] sont quantifiees. Elles s’écrivent :

1

Hemarques :

x Lopérateur a permet de passer d'un niveau d'énergie F, a un niveau d’énergie
E, 1 = E, — hw par annihilation d'un quantum d'énergie Aw. Lopeérateur a est
appelé opérateur annihilation.

x L'opérateur «* permet de passer d'un niveau d’énergie £, a un niveau d'énergie
E,.1 = E, + hw par création d'un quantum d'énergie fw. Lopérateur o™ est appelé
operateur creation.

5.2.2 Hecherche des kets propres de H

Les kets propres |¢,) (n nombre entier naturel] de N sont aussi kets propres de H.
L'espace des états est rapporté a la base orthonormeée discrete {|¢,)}. Un montre par
TECCurence gue

1 1
|¢n+1> = \/n——|—1a+ |¢N> = \/n——H(a+)n |¢0>

Jémonstration :

Les kets |¢,41) et a™ |¢,,) sont tous les deux kets propres de N associés a la meme valeur
propre n + 1. lls sont par conséquent nécessairement colinéaire. Un pose dans ce cas
|pni1) = cnr1a™ |¢n) OU ¢, qq £S5t UN Nnombre complexe non nul.
Sachant que |¢,,.;) est un ket normé, on a :

+

(Pnsi|Pns1) =1 = ’Cn+1|2 (fnl aa”™ |Pn) = |Cn—l-1|2 (Pn| (N +1) |¢,) = |Cn+1|2(n +1)

d’'ou
1

Cpt1 =
+1 1

5.2.3 Heprésentation matricielle des opérateurs a, a™, N et H

Maintenant on sait que :

a+|¢n> = Vn+1|¢n+1>a a|¢n+1> = Vn+1|¢n>7

o~

donc les représentations matricielles de ces opérateurs qu'on va les noter avec a*, a, N
et H s'eécrivent:
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1.1 Densité d’énergie du corps noir en mécanique clas-
sique

Cette densité d’énergie s'écrit :
u(,T) = p(v) (E) (Al
avec
{p(v) : nombre d'oscillateur harmonigue/volume

(E) : energie de chaque oscillateur harmonigue

Classiguement parlant, 'énergie varie de maniere continue et d’'apres la physigue statis-
tique, le nombre des 0.H dont I'énergie comprise entre E et E + dE est donné par

dN = P(E)dE =ae P/*TqE (A2)
avec kp = constante de Boltzman, 7' = température, et P(E) = ae~?/#37 est la probabilité

associee a I'énergie E.
Comme le nombre des U.H par unité de volume, p(v) s’écrit

o) = ST A3)

3

on cherche alors a et u(v,T). Or, par définition, I'énergie de chague oscillateur har-
monique s'écrit dans le cadre classique par

+oo +o0 +oo
(E) :/ EdN:/ P(E)EdE:a/ Ee BT (A4)
0 0 0
Intégration par partie simplifie cette valeur moyenne, et donne :

+o0 +o00 +o00
(E) = a| — kg TEe—E/kBT] thpTa [ e PMAE=kpT [ o PATAE (RS
0 0

0

=0

ar

—+o0
/ ae B/*T @ E =1 probabilité totale égale 2 | (AB)
0
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1.2. DENSITE D’ENERGIE DU CORPS NOIR EN MECANIQUE QUANTIQUE

Il s’en suit alors que dans le context classique,

1
et la densité d’énergie du corps noir est :
812
u(y, T) = 3 kpT

On remargue que la variation de u(v,T) se comporte comme v?, ce qui explique bien

I'allure expérimentale du corps noir MAIS seulement a faibles fréquences v. A hautes
fréquences, la densité d'énergie diverge, et aussi I'énergie totale U(T)

—+0o0 871- +o0o 9
U(T) :/0 w(v, T)dv = g.kBT/O V2 dy — +o0 (A7)

ce qui est physiguement inacceptable.

i

vers
la catastrophe
ultraviolet

[
>

Intensité

[ 87kT
c3 v

o

. L
fréquence

Figure 1.I: Allure théorique du corps noir dans le contexte classique.

1.2 Densité d’énergie du corps noir en meécanique quan-
tique

D'apres 'hypothese de Planck, les échanges d'énergies entre la matiere du corps noir et

le rayonnement électromagnétiques (photons] se font par paguet d’énergie [ou bien quanta

d'énergie] égale a e = hv. Donc I'énergie n'est plus continue mais plutot discrete et s'écrit

EFE—FE,=nhv
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1.2. DENSITE D’ENERGIE DU CORPS NOIR EN MECANIQUE QUANTIQUE “

Le calcul de I'énergie moyenne devient alors :
(E) = Y E,P(E,) =Y ae?E, avec kgT =p"

= Zae‘ﬁE”En avec FE,=nhv
n

= Znahue”gnh” (AB]

dVecC
;P(En) = zn:ae”g”h”zl — a:m (AS]

Donc
By = Zanhved N AID

Zn efﬁnhz/ D
Trouvons alors la relation entre le numérateur N et le dénominateur D.

Soit

D=3 efrhv=3%" (e*fm“’)n . suite géométrique de raisong =e 7" <1 [All)

n

Mathématiquement, la somme des n premiers termes d'une suite géometriqgue de raison
g s'écrit :

+00 1
Zan:l—a Va < 1 (A12)
cela donne .
D=1 i

De plus, en regardant I'équation [All] on remargue que :

dD
o —Bnhv _ __
a5 ;nhye N (A14]
donc
1dD d
(E) = —5%——%111(17)
d 1 d
- i _ —Bhv
3 ln(D> 3 ln(l e )
+hye Bhv
= 1o (A15)
Finalement "
1%
()= 7 (A16)
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1.2. DENSITE D’ENERGIE DU CORPS NOIR EN MECANIQUE QUANTIQUE m

A la lumiere de ¢a, la densité d'énergie s’écrit :

8m1? hv
3 e Bhv 7

u(v,T) = [A17]

Par ailleurs, une etude asymptotique de w(v,T") permet de lister les deux points suivants

» Pour les basses {réquences :

hv 8m 8w kT

Bhv — 2 B
hv < kBT = € -1~ Bhl/ = ]{;BiT = U(V, T) ~ gijTV ~ ?7 [A]B]
la densité d'énergie est identique a l'expression de w(v,T') formulée par Hayleigh et

Jeans
* Pour les hautes fréquences :

1 —Bhw 8th 5 _gp, 8Th _g.

hV>>k’BT:>€ﬁhV7_1N€/Bh :>U(V7T)NCTV36 on Nve Phe/X [A19]

on retrouve dans ce cas la loi de déplacement de Wien en annulant la dérivée de
u(v,T) par rapport a A : A1 = constante.

Ce résultat théorique est en accord avec les faits expérimentaux.

4

vers
la catastrophe
ultraviolet

Loi de Rayleigh-Jeans

—

Intensité

| 87kT

2 quantique

(]
@

Loi de Planck

classique

8m? hv
o3 ebhv _1

i les courbes s’accordent a
/ trés basses fréquences
2 L -

fréquence

Figure 1.2: Allure théorigue du corps noir dans le contexte quantique.
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1.3. ENERGIE TOTALE DU RAYONNEMENT D'UN CORPS NOIR

100

1.3 Energie totale du rayonnement d'un corps noir

L'énergie totale U(T) selon l'aspect quantique garde la meme définition gqu'on a vu

précédemment dans 'équation (A7). On écrit :

+oo 8m +oo v
[ntégration par changement de variable,
. hv . ]{ZBT
T = i T — dv = dz
nous permet d'écrire 1'équation [A20) comme suite :
B kgT +oo g3
U(T)_03h< . )/0 - (A2
=7n4/15
et donc 'expression de I'énergie totale se réduit a :
B 87 kb -
U(T) = 15c3ﬁT =0T (A22)
qui traduit la loi de Stephan.
1.4 Equation de conservation
Considérons I'équation de Schréadinger :
L0 712 "
Un en déduit : oirm 8
AU(F,t) = —%Ew 0+ TV (A24)
L'expression complexe conjuguée est :
2im 0
A7 1) = D (7 8) + SV ) (A23]
V(7) eétant une grandeur reelle. Posons ¢ = ¢(7,t) et ¢* = ¢*(7,t), on écrit
Lo I . .
I = ¥ (¥ EOTURD ~ 0T ) (A26)
I . . L .
— |V 0T (TR) - ViV - (P (A27)
= - [er @) —W?w] 28
2tm L

= Gl (- ) G v e

h ot

h Ot
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1.5. EXEMPLE D’APPLICATION DE L'EFFET TUNNEL EN PHYSIQUE 101

soit,
oL B h 2im7| OU o~ (.
VI = g Ve ar) = w() 30
d'ou I'équation de conservation :
a< )+ V.j(Ft) =0 (A31)
o’ e

Les symboles Vf et V.j désignent respectivement le gradient et la divergence.

S
Vf = (%em + ayey + 8Z€Z [A32]
- o 0je 07y 07,
jo= —= A33
Vio= e Ty T o (A33]
a une dimension, on a : 5 5

1.5 Exemple d’application de I'Effet Tunnel en physique

Inversion de la molécule d’ammoniac
La molécule d’'ammoniac NH; a la forme d'une pyramide assez aplatie [voir la figure 1.3
ci-dessous]

H

Figure 1.3: Structure de la molécule d'ammoniac.

dont I'atome d'azote occupe le sommet et les trois atomes d’hydrogene forment la base,
en forme de triangle équilatéral. Les chimistes s’intéressent, en général, a un mouvement
particulier des atomes de cette maolécule, dans lequel la molécule possede deux états
d'équilibres définis par la position de l'atome d'azote N par rapport a la base, forme
par les 3 atomes d’hydrogene. En effet, les liaisons atomiques présentes au sein de la
molécule forment un double puits de potentiel qui laisse entrevoir deux minimas et donc
deux positions d’équilibres, symeétrigues.

En imaginant que seul I'azote est mobile, tout en l'effectuant une masse reéduite p gui
tient compte de ce mouvement relatif. La forme de la fonction potentielle qui determine le
mouvement de I'azote est représentée sur la figure 1.4 ci-dessous

Du point de vue de la mécanique classique, la molécule ne peut passer d’'un état a l'autre.
C'est-a-dire gue si l'atome d'azote est d'un c6té du plan, il y restera puisque celui-ci se
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1.5. EXEMPLE D’APPLICATION DE L'EFFET TUNNEL EN PHYSIQUE 102

N7

\ //’ N\ /
N \\\ /
-a ] “a N

Figure 1.4: (Gauche] : Puits de potentiel double de I'atome d'azote N en fonction de sa
distance par rapport au plan. (Droite] : Les deux positions d’équilibre de I'atome d’azote
N, au sommet d'une pyramide de part et d’autre du plan des hydrogene.

trouve a I'équilibre. Or I'expérience a montré gque la molécule passait d'un état a l'autre
et donc gque l'atome d'azote franchissait effectivement la barriere de potentiel, cela par
effet tunnel.

Toujours dans le contexte gquantique, et comme la fonction potentielle est paire, la fonction
d'onde doit avoir une symeétrie definie, paire [symétrique] ou impaire [antisymétrique).
Alors on peut étudier ce comportement en construisant la fonction d'onde associé au
systeme physique. D'apres le principe de superposition, I'état d'un tel systeme peut étre
exprime comme la combinaison linéaire de tous les états possibles du systeme [états
propres.

W) = —= (V{2 ) + W a(2,)

V2

ou U, ¢(x,t) est la fonction d’'onde symetrique du systeme tandis que ¥, 4(z,t) est la
fonction d'onde antisymeétrique du systeme, et les deux forment un systeme de fonction
dit complet. C'est-a-dire que le systeme ne peut étre que dans un des deux états ou dans
une combinaison linéaire de ces deux états.

Microscopie a effet tunnel

Le microscope a effet tunnel, peut étre schematise par deux conducteurs, un est une
surface horizontale a étudier tandis que le second est une pointe verticale [en or ou
platine), dont I'extrémité est constituée par un atome [dans le cas idéal]. Physiquement

F(x) 1(x)
b)

a) _ _

e R 1

1

Figure 1.5: Microscope a effet tunnel (STM pour Scanning tunneling microscope]

parlant, ces deux conducteurs peuvent étre décrits par deux marches de potentiel qui se
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raccordent. Lensemble constitue une barriere de potentiel. Un applique une différence de
potentiel entre les deux conducteurs metalliques de fagon a créer un courant électrigue
(figure 1.6-b). Le courant traverse la barriere par effet tunnel. Son intensité est tres
sensible a I'épaisseur, 2a, de la barriere.

La pointe est solidaire de céramigues piézoélectriques gui peuvent lui faire subir des
déplacements verticaux de tres faible amplitude ainsi qu'un balayage horizontal dont
'amplitude peut étre de l'ordre de guelques nanometres a guelques micrometres. La

Figure 1.6

pointe est située a une distance de l'ordre de quelques angstrdms de la surface métallique
gue 'on souhaite étudier. Entre celle-1a et la surface on appligue une d.d.p de l'ordre de
guelques millivolts a quelques volts. Il apparait un tres faible courant électrigue (de I'ordre
de ou inférieur au nanampere) dd a la circulation des électrons dans le métal en arrivent
a son extrémité [sa surface]. Tout se passe comme s'ils sortaient du matériau avant d'y
revenir.

Pour faire court, le microscope a effet tunnel permet la construction d’'objets atome par
atome. C'est le microscope a effet tunnel gui, en 1990, permit a des chercheurs d’'IBM
avec 35 atomes de xénon sur une surface de nickel.
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2.1 Principe d’incertitude de Heisenberg

Soit la fonction d'onde ¢ (x,t) associée a une particule se trouvant au voisinage du point
o a8 Axo pres et de guantité de mouvement p, a Apg. 5Soit ¢(p,t) la transformée de
Fourier de ¢ (z,t).

Un pose les changements de variables suivants : © = zq — Axg et p, = ps, — Aps,, alors,
() = (px) = 0, —

= J((z—@)") = J22) et Ap, = \/((px —(pa))) = i2)

Ensuite, on considere 'intégrale suivante :

VAGR,I:/_+OO w“d‘i “dr > 0 B1)
or

| = (v rr) (w4 ary) B2)
- () o)
R G ey | S L | B4

de plus,
[l = vt = - |w|2 ( ) P+ ( ) (B5)
/_+°° 222 de = (1: ) = (Az)? (B5)
[ e e = [l ?) 7~ [ gl dr =1 57)
/_:o %w i dx = /_J:O %(ﬁ i dp = th /+ P’|o|*dp (Egalité de Parseval — Plancherel)

A
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Ceci nous permet d'écrire :
2

- <Ahp> A2\ 4 (Az)? (B)

Ur
2
VAER, I>0 = 1 —4(Ax)2(Ah€) <0
= AzAp > Z (B10)
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