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T.D. de Mécanique Quantique - SMP4
Correction Série N°1

Solution 1: Rayonnement du corps noir

1) Lexpression de la loi du rayonnement de Planck en fonction de la longueur d’onde A :

8mh 1 8mh3 1
7-[5 £ x - = u(y,T)= 7-[31/ X (*)
A erkT — 1 c ekt — 1

u(A,T) =

Remarque :

L'équivalence ci-dessus vient de fait que

u(A, T)dA
———

densité d’énergie par unité de longueur donde  densité d'énergie par unité de fréquence

u(v, T)dv
————

@ bien sur le fait que
dv c

c=Av — 1/—E _ == _ -
N A A A2

Physiquement parlant, le signe (—) signifie que toute variation qui tend d accroitre A =—> une
diminution de v, et inversement.

2) On a
du(A,T) 5 8mhc k;zc)\z-“hk% 8mhce
- :0 - 6 hc + I;c 2° 5 :O
dA A oakr —1 (eAkT — 1) A
8mhc hc hce hc
— X | =5 (exT —1) + LART | =0 *
26 (et — 1) -5 )+ ] =0 )

Posons x = ¢ I’équation (x) s’écrit :

— AkKT?
(1) e 0 = ()

3) Comme s’écrit dans la question (1), la loi de Planck qui donne la variation de la densité
d’énergie d’un corps noir se traduit par :

8mhc 1
X

he

AS eAkT — 1

u(A,T) =

D’autre part, d’apres I'allure expérimentale de cette variation, u(A, T) est maximale pour une
valeur spécifique de A que l'on note A, pour chaque valeur de la température, T.

Alors, d’apres la question (xx), si u(A,T) est maximale — du(A,T)/dA = 0, ce qui a donné
lieu a 5— x = 5¢~ %, dont la solution est x = 4.965 d’apres ’énoncé.

Cela vaut dire que x = AhkCT =4965 =

_ hc 6626x107%#3x 108
~ kx4965  1.38 x 10~23.4.965

= |[A,,.T =29 x103SI|= Loi de Wien

Am.T
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4) Calculons I'intégrale I = [5°u(A, T)dA.
En fait, cette intégrale I traduit l’energe totale, U(T), rayonnée par le corps noir a la tempéra-
ture T. Pour le calcul, effectuons le changement suivant :

*= AhkCT — d)‘:_z%%
donc
T=U(T) = /Ooou()L,T)d)L
5
= Lo (50) e (fn) e
= 3
= /0 8nhc(%)5.2—;.e;€7_1dx
4 00 43
= 8 (:3];3/0 x_ldx

- Aq° Sq P8 5. [ i3 _
or, d’apres I’énoncé : fo F—1dx = 75, done

okt

_ 4 i i =
I =aT" (traduit la loi de Stephan) avec a= BRd

Solution 2: Effet Photo-Electrique

Une cellule au Potassium, est éclairée par deux radiations monochromatiques : i) une ultraviolette
(raie du Hg) de longueur d'onde Ay, = 2537 A, et ii) l'autre visible (raie jaune du Na) dont Ay, =
5890 A.

1) I'énergie maximale des photo-électrons éjectés. On a

1
(Ec)max = 5 mvlznax =e |V0‘

pour I'U.V : (Ec)rli‘a/X =3.14 eV

pour le visible : (Ec)frlgfle =0.36 eV.
2) Calcul de la constante de Planck :
Ona (E)_ =h(v—vs)=hc(}- A%) avec v = £ et vs la fréquence seuil qui permet d’extraire

I’électron et le remettre sur la surface sans énergie cinétique.

=

(Ec) o = hre (3 A%)

(Bt = he (s~ 1),
dou . .

uv isibl
(Ee) ma = (Ee)ma’” =€ (5 = 7
et donc -
visible
h— (Ec)max (Ec)max
- 1 1
¢ (/\Hg - /\T,ﬂ)

AN

(3.14 — 0.36) x 1.6.10~ 1

~ 6.6 x 1073 s
3108 (2537 ﬁ) x 1010
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3) L'énergie d’extraction minimale des électrons du potassium : c’est ’énergie que le photon
incident doit avoir pour extraire un e~ et le remettre sur la surface, donc

Wextraction = We = hvs

De plus, si on suppose que le photon incident possede une énergie assez grande, il va extraire
I’électron (et dans ce cas forcément 1’énergie du photon hv doit > W,), et le communique le

reste d’énergie sous forme d’E,.

h
EC:hU_Wgzi_We
A
En utilisant la radiation ultraviolette, on écrit :
h
W, = < _E(UV)
AHg

AN: W, = (6.62x 1073 x 3 x 10%) /(2537 x 10719 x 1.6 x 1071%) — 3.14 = 1.74 eV.
Remarque : on trouve le méme résultat si on travail avec la radiation visible.
4) la longueur d’'onde maximale produisant I’effet photo-électrique :
On
he _ he

We:hvsz)\— :AS_W
S e

AN : A = (6.62 x 107343 x 108)/(1.74 x 1.6 x 10719) ~ 7.12 x 1077 m = 0.712 ym.
5) Le nombre n d’électrons regus par I'anode en une seconde est calculé en utilisant la relation
I =Q/At avec Q = Ne. Donc :
N=1IAt/e

AN:N=4x10"°%/16x10"1 =25 x 101.

Solution 3: Effet Compton

I-) Formule relativiste reliant ’énergie relativiste, E, la masse au repos, mg et la quantité de
mouvement, p d’une particule.

1) On a
E2-p22 = mic— (mo)?
2 4 2
_ M My 22
- 02 02 ’
a2 a2
2 6 2.2 4
_mye myvte
2_2 2_2
2 4
_ IMgcC ( 2 vz)
2 _ 2
_ 24
= myc
II-) La variation AA.
1) La conservation de la quantité de mouvement
— ~ ! —
Py +0=7p,+ P (1)
la conservation de I’énergie (expressions relativistes)
!
pyc +moc? = p, o+ \/mdct + p2_c? )
A NN ,
Yavant Covant Yapres

€apres
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2) La variation de la longueur d’onde en fonction de I'angle 6 que fait le photon diffusé avec le
photon incident.
de (1) on a py — ﬁ’y =P = ng = p'zy + p'yz _zﬁﬁ'ﬁv
= pif = p% + p$ —2py.p,cosf (%)

de (2) on tire m =py— p’7 + mgc

= P2 = (py — py)? +2moc(py — pr)  (3%)

En identifiant les deux relations (x) et (x%) = pyp;(l — cos0) = moc(py — p:r) or py = A%

/ . / h o
=M =A) = Ay = Ac(1 - cosb), (auss1 A=A, — Ay = 2Acsin? g) aveeAc = - = 0.0244

3) L'énergie cinétique transférée a I’électron apres diffusion :
Lénergie cinétique de I’électron s’écrit Ef = hv, — hv;.
D’autre part, de la relation précédente pour AA, on peut exprimer A; = Ay + Ac(1 —cosf). Donc

1 1

hv.,
1+ 2Ac(1—cos®)

+E(1 —cosf) = hv; =

C c
— = —+4+Ac(1—co —_— =
1/,,y A ( ¢ SQ) I’ZVfY hc

Uy hv,,

Par suite

hv,, _ hv,,
1+ V%/\c(l — €0s 6) 1+ 1/7)LC(1C—C059)

E; = hv,

E¢ est maximale si m est minimale, c-a-d (1 — cosf) est maximale et donc cosf =
A
—1 = 6 = . Par conséquent :

Emax _ hV’Y _ hU’Y
c - [4 - 2
1+ 2uyAc 1+ 311312

III-) Un électron frappé par un Rayon X de 0.5 MeV acquiert une énergie de 0.1 MeV.

) En appliquant la loi de conservation de I'énergie totale, Ejitigre = Efinale, o0 déduit que

0.5MeV = E; +0.1MeV = E, =04MeV.
Comme .
: / 124125 (eV.A
£ he U he 5(eV.A)

) YUE, 04x10eV)

2) Calculer I'angle que fait le photon diffusé avec le photon incident. Pour ce faire, on doit
calculer la longueur d'onde du photon incident, A,. Comme précédemment,

~31x10 %A

he 124125 (eV.A)

e e Y 48 x 10 °A
E, ~ 05x105(eV) %

Ay =

et d’apres la formule Compton pour AA : /\’7 — Ay =Ac(1—cos)
= 31 x 1073 —24.8 x 1073 = 0.024 (1 — cos ), d’'ot1 = 42°

Solution 4: Traitement classique ou quantique

Laction est une grandeur homogene a (quantité de mouvement)x(longueur) ou encore (énergie)
X (temps). Si :
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i) action & h : décription du systéme se fait par la théorie quantique
ii) action > h : décription du systeme se fait par la théorie classique
Exemples

1) Atome d’hydrogene dont I'énergie d’ionisation est 13eV émettant une radiation de longueur
d’onde A = 100nm
Dans ce casona E=13eV ~2x 10718], et A = 100nm soit w = 27rc/A ~ 2 x 101571,
Donc laction = E/w = 1.15 x 1073 Kgm? /s ~ h = traitement quantique.
2) Une montre a ressort possédant des parties mobiles de taille et de masse typiques : d = 0.1 mm
et m = 0.1mg et un temps typique t = 1s.
Dans ce cas on a,
d=10"*m, m=10"kg ett=1s

donc )
action=A =mv xd:m%d:#

AN -
A:%:lo—“’»h

= le traitement est classique.
3) Pour un noyau dont I’énergie de liaison est de l'ordre de 8 MeV on a :

E=8MeV, m=16x10%Kg = p=+V2mE~6x10"2kg.m/s

Or
action=A = pr~6x 10" Kg.m*/s ~ h

= le traitement est quantique.

Solution 5: Diffraction sur un cristal

On a réalisé des expériences de diffraction sur un cristal en utilisant divers types de particules :

1) Quel est l'ordre de grandeur de la longueur donde des rayons X a utiliser pour avoir la
diffraction ?. Pour ce faire, il faut savoir qu'un cristal est un arrangement régulier d’atomes (ou
ions) disposés sur des plans réticulaires. La distance entre les plans réticulaires est d’environs

1A.

Faisceau

Faisceau diffracté

incident

- Pour deux plans réticulaires successifs, les faisceaux diffractés présentent une différence de
marche § telle que : 6§ = 2K] = 2d cos(90 — 0) = 2dsin6. En plus, les ondes diffractées par les
deux plans s’écrivent : ; = Ae {(Wi=kx), ) — A pmilwi—kx—2kdsin®)
Il y aura maximum de diffraction dans les directions 6, telles que les ondes issues des différents
plans réticulaires soient toutes en phase, c’est-a-dire quon a :
. . 271 "

2kdsinf, =2nmt — 2dsinf, = nT =nA; neN
C’est la relation de Bragg.
Done, pour que le phénomene de diffraction soit observable, il faut que la longueur d'ondes
des rayons X utilisés soit du méme ordre de grandeur que la distance inter réticulaire d, soit de

lordre de 1A. Donc, A = 1A.
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- Energie des photons correspondant :

he
E = h = —
VS
AN : a4 o
6.62 x 10°33 x 10 15
E= 0T =198 %1071
Soit en eV 5
1.98 x 10—
E=———— =124KeV
16 x 10-1 ¢

2) Avec des neutrons thermiques :
- Longueur d'onde associée aux neutrons :

2
EC:%kBT: P — = \BmuksT

2my
Donc
o
p \BmukgT
AN :

- 6.62 x 10~
V31.67 x 10-271.38 x 10—23 300

Pourrait-on observer une figure de diffraction ?

On constate que la longueur d'onde associée aux neutrons est de méme ordre de grandeur que
la distance séparant les atomes du cristal (A ~ d), ces neutrons seront diffractés par le cristal et
donnés des figures de diffraction sur un écran.

3) Avec desélectrons accélérés sous une tension U :

Calculons la tension U permettant de réaliser des figures de diffraction, c’est-a-dire pour que la
longueur d’onde associée aux électrons accélérés soit de l'ordre de A ~ 1 A. Lénergie cinétique
E. des électrons accélérés sous la tension U est :

— A=145x10"90m =145A

2
P _h _ 1 hy?
Ec_eu_2me or )\_p — u_2me.e<)\)
AN : a
1 6.62 x 103412
= — 152 Volt
u 29><10—31.1.6x10—19( 10-10 ) — U=152Vo

Solution 6: Atome d’hydrogene

La fonction d’onde décrivant 1’état fondamental de I’électron de I'atome d’hydrogéne s’écrit, en
coordonnées sphériques :

Y(r) = Ce 1,
ol C est une constante réelle et positive et a est le rayon de l'orbite de Bohr : a = 0.53 x 10719 m.

1) La constante de normalisation C :
La condition de normalisation de ¥(x,t) s’écrit :

] 1w nPao =1

Or, I’élément de volume pour une sphére dont le rayon r varie est :

do =4mr*dr
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1 =

+oo ;
///|1p(x,t)|2dv:471|C|2 /0 e dr

y 100 400 .
= 47T|C|2{—Erze_ﬂ +47‘ca|C|2/ re 5 dr
2 0 0
=0
r |+ 2 oo r 2 7 oo 3
= 4malCP[-Gre ] +47I%|C|2/0 eHar=an|cP [~ S ¥] " =an (P
—— ——— _
=0 =a/2
Ainsi,
1
C:
Tad

2) Densité de probabilité de présence de I’électron :
La fonction d’onde décrivant I’état fondamental de I’électron s’écrit alors :

La densité de probabilité associée a la particule est donnée par le carré du module la fonction
d’onde ¥(r) :

N w

0

La densité de probabilité est maximale pour r = 0, c’est-a-dire au centre de I’atome.
3) Probabilité de trouver I’électron entre les deux spheres de rayons r et r 4 dr.

1 r 4 r
_ 24 _ -2 2 _ % 20
AP = |ip(r)|"dv = ¢ idnrdr = dP = =e dr
Pour quelle valeur de r, cette probabilité dP est-elle maximale ?
Soit 7y le rayon le plus probable, donc :
4

dr(dp>rozo :>;(2”0_2;(2)>€_2;—0 = rp=a

dr

Ainsi, le rayon le plus probable coincide avec le rayon de l'orbite fondamentale (rayon de Bohr).

[ Solution 7: Paquet dondes gaussien (facultatif)

Une particule libre de masse m, d’'impulsion p = hk et d’énergie E décrite par le paquet d'ondes
¢(x,t) a une dimension :

Y(x,t) = \/;TI / (k) ekt gk )
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1) Relation entre E et k :

La particule est libre, donc son énergie potentielle est une constante qu'on prendra égale a zéro.

La fonction d’'onde y(x,t) vérifie alors I’équation de Schrodinger suivante :
.0 n
zhalp(x,t) = —%ﬁzp(x, f)

o Sp(x,t) = = [ g(k) (—iw) ek

o Zxp(xt) = Z= [ glk) (—K?) etk

Donc :
1 o1

. i i(kx—cwt) [
zhm/g(k)( iw)e d 2 Vom

D’ot la relation de dispersion :

g(k) (_kZ) ei(kx—wt)dk
n2k2
=E=
2) On considere le paquet d'ondes a 'instant initial :
1 .
x,t=0)=1v(x :—/ k) e dk
Wit =0) =) = —— [ 5®)
a) La transformée de Fourier de ¢(x) est par définition :
1 .
k) = TF[¢(x :—/ x)e gy
£ = TElg()] = —— [ ()
La transformée de Fourier inverse est :

9 = TE W) = = [ fl e

Par identification avec I’expression (2) de (x), on déduit que g(k) = f(k) =

qui montre que g(k) est la transformée de Fourier de ¢(x).

b) Egalité de Parseval Plancherel :

[ werar = [ pp ax

- [ (G sty s
= /:: (\/127” / P*(x) eikxdx)g(k)dk
Or
s = = [#me Mix = ') = o= [ ()t
Donc -
[ lwrax= [ 130k
Remarques :

* |(x)|? et |g(k)|*> expriment la densité de probabilité de la particule respectivement dans
I'espace des positions et ’espace des vecteurs d'onde (ou d’impulsions puisque p = fik);

2)

TF[y(x)], ce
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* |(x)[>dx est la probabilité de trouver la position de la particule dans I'intervalle [x, x +
dx];

* |g(k)|>dk est la probabilité de trouver le vecteur d'onde de la particule dans I'intervalle
[k, k + dk];

x [T p(x)Pdx et [T |g(k)|2dk représentent la probabilité totale de présence de la par-
ticule respectivement dans I’espace des positions et ’espace des impulsions.

On suppose par la suite que la fonction est une gaussienne centrée en k :

€= (37)“emn( - Ste-o)

ol a est une constante ayant la dimension d’une longueur.
3) Paquet d'ondes a I'instant t =0 :

a) Expression de y(x,0)
Remplacons g(k) par son expression dans la relation (2) :

2,1/4 L2
T

1 2.1/4 . 2
Bt =0) = () e [Ty
Or 2
jyx— 22 4 22 ar _2
WX—7Y dy = \/> 2 = \/> 2
/e Yy 2 e 2 e
Donc :

1 Elz 1/4 ik 47t _ﬁ
lp(x,t = 0) - (E) eto¥ QTE 2

V21

D’otr 'expression du paquet d'onde a I'instant ¢t =0 :

2

2 \1/4 . K2
x,0) = (—) ekox o™ 2
Y(x,0) = (>
b) Position x); du centre du paquet d'ondes :
Par définition le centre x); du paquet d’ondes correspond au point ou la densité de proba-
bilité | (x,0)|?> est maximale.

Ona: )
2 —2x
2 _ /2
[p(x, 0P = /=5 exp(—5)
Donc )
d 5 4 2 —2x
%|lp(x,0)| Z—Ex @QXP(T) :0 — XMZO

Ainsi, a t = 0, le centre du paquet d’ondes est situé au point d’abscisse xp; = 0.

c) La probabilité de trouver la particule dans tout ’espace est définie par :

+00 2 400 _2x2 2 Ta?
2 _ _“ — = =
Loo [#(x,0)dx = V 7a? /700 exp( a2 )dx V a2 V2 !

d) Détermination des largeurs Ax(0) et Ak(0) :
Définition :

Page 9/11 2021 — 2022 Pr. Larbi Rabhili



UNIVERSITE IBN ZOHR
FACULTE DES SCIENCES
AGADIR

La largeur Ay d’une gaussienne f(y) = exp(—y?/b?) est donnée par Ay = b/+/2.
Largeur Ax(0) de [¢(x,0)[* :

PP =y Zyew(5) = a0)=]
Largeur Ak(0) de |g(k)|? :
S0P = | Eexp (T k—ko) = AKO) =
Relation de Heisenberg :
Mx(O)MKO) = 53 = Ax(0)Ap(0) = g

Cette relation est conforme au principe d’indétermination de Heisenberg.

4) Evolution du paquet d’'ondes ¢(x,t) dans le temps :
A Tinstant t > 0, I’expression du paquet d'ondes y(x,t) est de la forme (a ne pas démontrer) :

2

. . ik

2612)1/4 it pikox l (x — Wot)

— ——exp| - ——%

T 2,0\ 1/4 a2 4 2ilt
(a4 + 7451”; ) m

a) La densité de probabilité |y(x,t)|> associée a la particule a l'instant ¢ :

_kgy)? _ikgy)?
o ()1 L )

20N\ 1/2 B
(25

2 2iht 2 2iht
g2 + LLE g2 Ziht
1/2 2
2 2 Tk
() l 2 ("—m”)}
1/2 4n2 e
422 4 a2h” 2
(1 T m2a4) o m?

Pt = (

Donc

p(x, ) =

b) Position x),(t) du centre du paquet d’ondes a 'instant ¢ :

2
2a%(x — Moy
0 2 _ fiko ( m ) B ko
ax V)] —”‘("m’f)explw =0 = xt) =20
m

Ainsi, a I'instant ¢, le centre du paquet d'ondes est situé au point d’abscisse xp(t) = %t.
La vitesse de déplacement du centre du paquet est :

kg
V= —
m

Le mouvement du centre du paquet d'ondes est uniforme.
Comparaison avec la vitesse de groupe associée au paquet :
Par définition, la vitesse de groupe associée au paquet est :

_dw(k)
Y8 T Tk >kk
=Ko
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Or : 2
K

w(k) = m

Donc
ko

On constate que la vitesse de groupe associée au paquet d'ondes coincide avec la vitesse
du centre du paquet.

¢) Détermination de la largeur Ax(t) et de I'amplitude A(t) de |¢(x,t)|? :

La densité de probabilité |¢(x,t)|? associée a la particule a I'instant t est une gaussienne de

la forme :

(e )P = A(t) e X
ol A(t) est Pamplitude du paquet :

()"

m2 at

et le parametre b est :

a 4K2 2
b= —4\|14+——
V2 2 A
La largeur du paquet est alors :
b a 472 12
axt) =5 =\ 1+ e

Evolution de la forme de la densité de probabilité au cours du temps :
Quand le temps t augmente, 'amplitude A(t) diminue alors que la largeur Ax(f) augmente,
c’est I’étalement du paquet d’ondes.

)

(b

—t
——s
t=0 f‘|>[] t>>1 )

Etalement du paquet d’'ondes au cours du temps
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