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T.D. de Mécanique Quantique - SMP4
Correction Série N°4

Solution 1: Systeme conservatif-Mesure d’une observable

On considere un systeme physique dont 'espace des états a trois dimensions est rapporté a la base
orthonormée {|uy), |uz), |uz)}. Soient H l'opérateur Hamiltonien du systéme, et A un opérateur
hermitique agissant sur I'espace des états. Les deux représentations matricielles de ces deux
opérateurs sont données par :

~ 2 00 {0 b 0
H=nhw|0 2 0| et A=fa 0 0
00 1 0 0 2a

avec w et a sont des réels positifs. A t = 0, le systéme est décrit par le ket:

1 i

%|”1> - \ﬁ —=|u3)

¥(t=0)) = 7

luz) +

1) Les valeurs propres, notées A, de A.
Tout d’abord, comme A est hermitique, cela vaut dire que A = A" et donc Ajj = A]*l. = a=>0

Apres, les valeurs propres sont déterminées en calculant le déterminant de A comme suite :

R 0—A a 0
det(A — M3y3) = a 0-A 0 |[=0
0 0 20— A
0—A 0 a 0 a 0—A
= 0= Za—)\‘_ 0 2a—A‘+0 0 0 ‘0
— A (Q2a-A)—aaRa—-A)+0=0
— (A2—a®)(2a—))=0
Les valeurs propres de A sont alors A} = +a (simple), A, = —a (simple) et A3 = +2a (simple
aussi). R
Les vecteurs propres de A
Soient

* |¢1) =Y x;|u;) le vecteur propre associé a — Ay = +a.
* |¢2) =Y yi|u;) le vecteur propre associé a — Ay = —a.
* |¢3) =Y zi |u;) le vecteur propre associé a — A = 2a.
Alors
o Alp) = +a|¢1) = x1+x2+x3 =0, avec (P1]d1) = ¥ |xi]? = x2 + x5+ x% = 1. On obtient
alors le systeme :
X = X1
x3 =0

{xl =1/V2 a un facteur prés
x%+x%+x§:1:2x%

X, =1/v2 a un facteur preés

en général, on écrit x; = %eie, mais souvent on prend la phase 6 = 0. Il s’en suit que

1) = (Ju1) +u2) ) /V2
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o Algp) = —al¢z) = yi+y2+ys =0 avec (Palg2) = Lilyil> = yi +y3+y5 = 1. Aussi
(p1|¢2) = 0 puisque sont deux vecteurs orthogonaux. On obtient alors le systéeme :

y3=0

Y2=-hn {]/1 =+1/v2 a un facteur prés
S
BB+ =1=24

Yo = —1/\f2 a un facteur pres

en prenant la phase égale a zéro. Il s’en suit que

92) = (fu1) — |uz) ) /V2

o Algs) = 2a|¢s) = z+z+z3 =0, avec (fslgs) = Lilzl = F+25+25 = 1. Aussi
(p1|¢3) = (¢P2]¢p3) = 0 puisque sont des vecteurs orthogonaux deux a deux. On obtient alors le

systeme :
zp =221
z1 =22»
23 =123 71 =2, =0
z%+z%+z§:1 {23_1
(z1+22)/V2=0
(z1 —22)/V2=0

Il s’en suit que
|¢3) = |u3)
Remarque :

Déja ca se voit que A3 = +2a est une valeur propre de A associée au vecteur propre |¢3) = |u3).
2) Quelles valeurs peut-on trouver lorsqu’on mesure I’énergie a 'instant t =0

Dans notre cas, l'opérateur hamiltonien est décrit par sa représentation matricielle dans une

base tridimensionnelle, donc les valeurs quon peut trouver lorsqu'on mesure ’énergie a 'instant

t =0, ne sont que les valeurs propres de H.

D’un autre coté, la matrice H est diagonale, donc elle posséde les valeurs (vecteurs) propres

comme suit :

* |¢1) = |u1) le vecteur propre associé a — E; = 2hw.
* |2) = |up) le vecteur propre associé a — Ep = 2hiw = Ej.
* |3) = |uz) le vecteur propre associé a — E3 = hw.

la valeur propre 2hiw est double tandis que fiw est simple.
Quelles probabilités lorsqu'on mesure les énergie a 'instant { =0
Tout d’abord, on vérifie que la fonction d'onde, a l'instant + = 0, est normée. En fait :

ee=0)pe=0) = || +| [ +]| [ =143
V3 V3 V3 3 3 3
donc |¥(t =0)) est normé.

Alors

P(E1 = Ey = 2hw) = | (ug [¥(t = 0)) [ + | (wa[¥(t = 0)) |* =

)
P(Es = hw) = | (us] ¥(t = 0)) | = 5

on vérifie bien que

somme des probabilités = Y "P(E;) = P(E; = E;) + P(E3) =1
i
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On applique le postulat & d’évolution, on écrit :
Ecn i’o

en prenant ty = 0,

ch e~

3) Le ket [¥(t)) décrivant I’état du systeme a un instant ¢ ultérieur

(t—tg)

h

discernables (on peut les séparer).
4) a) A linstant f, on mesure I’énergie

de H : 2hw ou hw avec les probabilités :

b) Résultats de mesure de A

Tout d’abord il faut noter que :

avec,
n=1 — cl(o):<u1|w(t:o)>>:i3 et Ey = 2hw
—i
n=2 — c(0) = (up||¥(t=0))) = — et Ep, =2hw
2(0) = (ua[[¥(t = 0))) 7 2
i
n=3 = ¢3(0) = (u3|/|¥(t=0))) = — et Ez=hw
3(0) = (us|[¥(t = 0))) 7 3
Finalement,
1 ; i ; i ;
¥(t)) = e—21wtu _ e—21wtu + e—zwtu
() = g e ) = e ) e )

En regardant les états [¥(t)) et [¥(t = 0)), il s’en suit qu’il y a pas un facteur de phase globale
entre les deux, i.e. [¥(t)) =€ |¥(t = 0)). Donc les états [¥(t)) et [¥(t = 0)) sont physiquement

Comme le systeme est conservatif, le résultat de la mesure est I'une des valeurs propres

P(El = E2 = ZhCU) = | <M1|‘P | +‘ M2|"P )> } = |C1(t)|2+ |C2(i’)’
_ - 2iwt 721wt2_1 1_%
= ‘\f ’+‘f =3+3-3
P(Eg—hw) = ’ M3|T ’ ‘ ‘
_ ‘ —21wt’ 1
/3 3

De méme, les résultats de mesure sont I'une des valeurs propres de A :

[¥(8)) = ca(t) [ur) +ca(t) |ua) + c3(t) [uz)

avec . ) .
o (8) = 76—2iwt’ £ = _L e—let, calt L —iwt
1(1) 7 2(t) 7 3(t) 7
Aussi, il faut rappeler que pour 'opérateur A et sa représentation A on a
1
A +a — —(|ug) + |u
1 1) \/§(| 1) +|u2) )
1
Ay = —a — = —(|u u
2 |¢2) ﬁ“ 1) = |u2))
Az =2a — |¢3) = |uz)

a, —a ou 2a.
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Donc
2 1
P =+a) = [@¥O)] = | (] + (el ) (e1(0) i) + ca(t) ) + ca(®)us) )

= S(a@P+1a0P) =3 +3) =3

Pha==a) = [(@al¥(0) ] = | (ual = al ) (ca(t) ) +caft) ) +a(t) ) )|

= S(la@P+1amP) =3 (5+5) =3
P(Ay =2a) = ‘<¢3|‘I’(t)>‘2:‘<u3| (c1(t)|u1>+cz(t)|u2)+03(t)|u3))‘2
= (les()P) = 5

c) La probabilité de trouver le systéeme a 'instant ¢ dans I’état décrit par |u3)
Cette probabilité se donne par

2
P = | (ws¥() | = lea()? =

5) On suppose que le résultat d’'une mesure de ’énergie a un instant ¢+ donne 2hw. L’état du
systeme immédiatement apres cette mesure

a l'instant t1, le systéme se trouve dans
I"état lep>, et si on applique I'opérateur

amiltonien, on mesurera |'une des valeurs propres (g

.

|

{_@ évolution de t=0 a

o t se fait suivant
1’ équation de
Schrodinger

sont des énergies)

I
I ..
t ty
|P=> P>
) 1
juste apres la mesure, le
systéme se trouvera dans un
autre état l¢p'> trouveé via
I'opérateur de projection

en se basant sur le scheme ci-dessus, on suppose qu’a un instant ¢ = #; le systeme se trouve dans
un état |¢), 1a ol la mesure de I'énergie donne 2fiw comme résultat. Et Ia, il fallait cependant
rappeler que, 2fiw est une valeur propre double associée a deux vecteurs propres qui sont |uy)
et |up). Done, a I'instant #', juste aprés la mesure de I’énergie = 2fiw a l'instant ¢ = t;, le systeme
se trouvera dans I'état :

a l'instant ¢ a linstant #
P[Y)
Y) ¥) = ===
(YIP[Y)

avec P, lopérateur de projection orthogonale sur le sous-espace engendré par les vecteurs
propres associés a la valeur propre 2fiw. Soit :

P = |uq) (u1| + |uz) (un]
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Donc
[¥(£)) = ex(t) i) +ca(t) |ua) + e3(t) |us)
— P¥(1) = (fun) (| + ) (2] ) (e1(8) [ur) + e2(8) [2) + c3(8) |us) )
—> PI¥() = cr(t) |mn) +ca(t) |u2)
alors
CE(OIPI¥(0) = (e (8) (1] + 3 (8) (ol +5(8) (sl ) (e1(8) [r) + a(8) [u2) )
— (¥ PI¥() = ()65 (1) + (D5 (1) = (R + |ea (O = 5 +3 = 2
Par suite
n_  PIY) a(t)|ur) tealt)uz) 1 i 0 i
') = il % avec cl(t)—ﬁe Aot oo (1) \@e Ziwt
Soit finalement :
672iwt
[¥) = =5 (lu) = )

6) La grandeur représentée par A est-elle une constante de mouvement.
Pour que la grandeur physique représentée par l'opérateur A soit une constante de mouvement,
il faut :

o [A,H] =0
o (0A/dt) =0, c-a-d que A ne dépend pas explicitement du temps

Par hypotheése, A ne dépend pas du temps, et donc (0A /9t) = 0. Il reste a vérifier que [A, H] = 0.
Pour ce faire, on a (et on fait la remarque que H est diagonale) :

2 0 0\ /0 1 0 0 2 0
HA=hwal|0 2 0|1 0 0] =hwal2 0
00 1/ \o o0 2 0 2
- 0 0\ /2 00 0 2 0
AH=thwal|1 0 0| [0 2 0| =hwal2 0 0
002/ \o o1 00 2

o o

—_

donc [A,H] = 0. II s’en suit alors que A est une constante de mouvement, autrement dit :
(A); = cte
d(A);
=0
dt

c’est le théoreme d’Ehrenfest :

d(A) 1
T L = ﬁ<[ArH]>+<§>

Solution 2: Systéme conservatif

Soit un systeme conservatif de masse m dont I’état quantique, a l'instant ¢t = 0, est décrit par le ket
suivant :

3 1 i i 1
|¥(t=0)) = ngocn(t =0)|®,) = 5 |®g) — NG |®1) + 7 | D) + WG |D3)

les kets |®,) sont des états propres de 'hamiltonien H du systéme associés aux valeurs propres E,
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(donnant les énergies possibles du systeme) et telle que :
1
H|®,) =E,|®,) avec E,=hw(n+ 5) neN*

Tout d’abord, notons que

3 2 1 1 1 1
(EE=0)¥t=0)) =) |eult =0) =z +5+7+5 =1
n=0
1) La probabilité P;_, lorsquon mesure ’énergie du systeme dans [¥(t =0)), de trouver la
valeur 5hw/2
La valeur d’énergie 5iiw/2 = E, correspond a — |®,).
Alors, postulat de mesure @ —
2 5 j
Preo(Ez = 51w /2) = | (@2¥(t = 0)) [ = [ea(t = 0) = | -

2) La valeur moyenne de I’énergie du systeme dans I’état [¥(t =0)) = ['¥(0)).
Par définition, cette valeur moyenne de I’énergie s’écrit :

(H)o = (¥(0)[H[¥(0))

on a
3 3
H[¥(0)) =) cu(t=0)H|®y) = E; ) _ cu(t =0) |Dy)
n=0 n=0
d’ou ;
2
(Y(0)[H[¥(0)) =En Y |enlt =0)|" (@y| D)
=0 =
soit donc
1. 1 1. 1 1. 1 1. 1
<H>o—hw(0+§) X z—i-hw(l—i—i) X §+hw(2+§) X §+hw(3+§) X3 = 2hw

Lécart quadratique moyen : (AH)o = \/(H2)o — (H)3

On a
(AH)3 = (H?*)o — (H)3 avec (H?)o= (¥(0)|H*[¥(0))
alors, comme précédemment, sauf qu’ici l'opérateur Hamiltonien s’applique deux fois
3 3
H2[¥(0)) =H H[¥(0)) =E; Y cu(t =0) H|®,) =E2 Y cu(t =0)|Dy)
——r —

3 n=0 ~— n=0
=E, Zh:o C;I(f:0)|®n> :E;1|<I’n>

d’ou X
(F(0)|H2[¥(0)) = E2 Y |en(t = 0)[* (®n|Ps)
H:O A,—J

=1
on trouvera alors

(H)o = E3|co(t = 0)* + E2|e1 (t = 0)* + E3|ea(t = 0)[* + E3|es(t = 0)|* = 5(hw)?

Finalement,
(AH)3 = 5(hw)? — (2hw)? = (hw)?* = | (AH)y = hw

3) Maintenant on étudie le systeme a un instant ¢
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a) Le vecteur d’état |¥(t)) a I'instant ¢
H était observable —

ch )|®@n)  avec cu(t) = (Pu[¥(t))

Systeme conservatif —-

Il s’en suit alors,

et ey L Rl
et notons que |c, ()| = [cu(t = 0)| et (F()[F(t)) = L|cn(t)|? = L |en(t = 0)]? = 1.

b) Calcul de : Probabilité, Valeur moyenne et I’Ecart quadratique moyen de I’énergie 2
Iinstant ¢
o Si on mesure de nouveau la valeur d’énergie 5iw/2 = E; a l'instant £ (ou le systeme est
décrit par I'état |¥(t))), toujours d’apres le postulat de mesure @ =

e @) + ——eTF ! |3)

_1
"2

2
5

2
Pi(Ey = 5hw/2) = ‘ (@] ¥ (1)) ‘ = = Pr_o(Ep = 5hw/2)

2 i
ot)|” = ‘*
(8 = | 75
o Pour la valeur moyenne, on procede exactement comme précédemment, on écrit :

3

(H)e = (Y(O|H[¥ (1)) = En io en ()] @11@ =Ex 1 fenlt = O = (H)o

o Pour I’écart quadratique, on a
(AH); = (AH)o = hw

puisque

3 3
()= KO 0) = L L en()]” = B 1 [enlt = O = (H2)o

n=0

Ces résultats sont prévisibles car I’énergie est une constante de mouvement (systeme con-
servatif).

4) On suppose que le résultat d’'une mesure de 1’énergie donne 7hw/2. Quel est I’état du
systeme immédiatement apres la mesure

La valeur d’énergie E = 7hw/2 = n = 3 et donc associée a |®3) et obtenue avec une
probabilité

7w
—i5t

21

2 1
c3(t)| = ’—e
s =575 5
I'état du systeme immédiatement aprés la mesure et d’aprés le postulat 3) de réduction du
vecteur d’état

Ps [¥(1))
Y ()| Ps[¥(t))

alors

Pi(Es = 7Thw/2) = ‘ (D3 [¥ (1)) ’2 _

7h
= avec P = |®3) P3| (notons que E3 = 7w est une V, non-dégénérée
X q 5 p g

1 e I 8w I 5w 1 7
P3[¥(t)) = |D3)(Ps| (Ee 2 @) — 22" " t|¢1>+\ﬁe T @) +ﬁe 2 t|¢3>)
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comme (P3|Pp) = (P3|D1) = (D3]|Py) =0 et (P3|P3) =1, il nous reste alors,

P3 ¥ (1)) = c3(t) |D3) = 2\1@6—1'% bs)
Or 1
(E(8)| Ps [F (1)) = |e3(1)]* = :

Il ressort de ce qui précede alors que :

‘7wt

x) =777 |®3) = |P3)

la derniere équivalence est basée sur le fait que e~ est un facteur de phase global et sans
signification physique.

Que trouve-t-on si on mesure a nouveau l’énergie

Le systeme étant dans I’état |®3); si on mesure a nouveau I’énergie, on trouverait E; = 7fiw /2

MAIS cette fois avec une probabilité
2 2
Po(Es = Tha /2) = | (@s[x (1)) | = | (@3]} | =1

c’est-a-dire avec certitude.

'%>¥E3/\7(.>§|¢3>\Ey 14>
-

?(53)3@3\&!9!1 i

-/5, -4

Solution 3: Puarticule dans un champ électromagnétique (facultatif)

Partie I :
LChamiltonien H de la particule de masse m et de charge g s’écrit :
Lo 1 5 =02
H(R,P) = —|P—gA(R 1
(R,P) = 7 [P —gA(R)] M

avec B et A représentent respectivement les observables associées aux champ magnétique B et
potentiel vecteur .A.

1) Calcul des commutateurs : [Vy,V,], [V, V;], [V, Vq].
On a

=

= = — = - = f)_ A
P—mV4gA — mV=P—gA — V=""1

m

Il s’en suit que

o o 1 S R -
H(R,R) = o (mV]~ = §mv2 (2)

c’est-a-dire que H se réduit a son énergie cinétique. D’autre part, en représentation matricielle,
les vecteurs A, P et V s’écrivent :

0 P, V=

- S o T

AlBX|, P|P| = V]|V, =21 % )
0 P, V, =

STl
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et donc le calcul des commutateurs donne :

Ve Vy] = |

= Zim 4
m

Vo V] o= =X,

- 0 )
VaVi] =

=0 (6)

La, on signale que [X,P;| = 0 puisque I'opérateur position dans la direction x, X, est indépen-
dant de l'opérateur impulsion dans la direction y, P,, et cela se dit pour les autres.

Calcul des commutateurs : [R,, V,] avec o = x,y,z.

U P in
[X/Vx] = [X/E}—ﬁ-aﬂ
_ Py gB 1 [y Py 4B _ L in
vl = o= = v - Ef =t
=0
P, in
Zv.] = [z =+

2) Le théoréeme de Heisenberg
Soit deux grandeurs physiques C et D associées a deux observables C et D:

ACAD > L[{leD]| ()

Déduction
Dans I’équation () on prend :

C=XY,1Z @)
D =Vy, Vyr V: ®)

Donc cela donne :
Ax.Avy, > 1 (X, Vi])| = Ax.Avy > L
2 2m
1 h
Ay.Avy > §’<[Y/Vy}>| = Ay.Avy > 7m

1 h
Az.Nv; > EMZ’ V)| = AzAv, > >
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avec P = mV, donc

h h
—m = —

. = . > . =
Ar.Ap, mArAv,izm > avecr = x,y,z

3) Théoréeme d’Ehrenfest :

d 1

E<A> = §<[AIH]> +

A
=

a) Calcul de d(7)/dt

théoréeme d’Ehrenfest est réduit a (on prend le cas de la composante x):

Lévolution des valeurs moyennes d’'une observable A dans le temps est donnée par :

Cette évolution provient de deux termes différents : le premier est lié a la non-commutation
de l'observable avec I'Hamiltonien H du systeme, alors que le second représente la
dépendance explicite de I'observable A en fonction de la variable ¢.

Normalement
4(r) — vitesse
dt
X
or 7|y | les observables ne dépendent pas explicitement du temps — <%> =0. Le
z

J 1 mv2/2
E(x) = —h<[X,H]> avec H mV%/Z
' mv2/2
m
= 5 (X VE+Vi+Vi])
or
ih ih 2ih
X, V3] = X, Vo] Vi + Vi [X, Vo] = Z Ve~V = =2V,
m m m
X, V3] = X, V2] =0
donc
d m 2ih d
E(x) - ﬁﬁvx — E<x> - Vx
la méme chose pour Y et Z.
d d
E<y> =Vy| et E<Z> =V
b) Calcul de md(7v)/dt
Normalement 35
e div> — force ~ qV A B
et donc
J 1 mvz/2
E<Vx> = ﬁ<[Vx, H]) avec H ng/z
mvVz/2
m m
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avec
Vi, V2] =0
2ihg B .
Ve, V2] =V, [Vi, V)] + [V, V]V, = %Vy dapres (4)
[V, V] =V, [Vy, Vo] + [Vy, Vo]V, =0 dapres (6) 9)
par suite
d m ,2ifig B qB
Vo) = 5 (S Ve = (V)
d
= ma(Vx) =qB(Vy) (10)

de méme, on trouve :

| =

m%(Vy):—qB<Vx> et |m—(V;)=0

QU

t

Dans l'autre coté, le calcul des composante de la force F = gV A B donne :

~ [Vx |0 |qBV,
gV AB= ‘Vy A0 = ‘—qBVx qui représentent les trois composantes de la force F
V. IB 0
c-a-d:
d(Vy
() =m djdvi = +qB(Vy)
F <Fy> =m p Vty = —qB(Vy)
<FZ> =m dtz> =
Interpretation :
Il s’en suit que le théoréeme d’Ehrenfest en mécanique quantique reproduit les lois de la physique
classique.
Partie 2 :

On considére maintenant que la particule, en plus du champ magnétique B, est soumise 2 un champ
électrique £.
En mécanique classique, la grandeur #, fonction de Hamilton, associée a I’énergie de la particule
s’écrit : .
- ~ Tim 212 -
HED ) =5 [B—gAE D] +qUE (n

ol p est 'impulsion et 7 la position de la particule. A et U sont les potentiels vecteur et scalaire
dont dérivent B et £ respectivement.

1) Observable H représentant la grandeur H.
L'équation (1), en détaillant le terme entre crochets, se ré-écrit :

- 1. o )
HED ) = - [p—gAEH] +qU(E )
1 -
= %[PZ—Zq A+q* A% +qU
- % [p>—q (B A+ AP) +¢> A*] +qU (symétrisation) (12)
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et d’apres le principe de correspondance —
H—-H p—B FT-R A—A U—-U

Soit donc :

L 1 Do e o .
HR P = o [PZ —q (BAR, 1)+ A(R,t).B) + 42 AZ} +qU(R, 1)

avec P2 = P} + P} + P
2) L’équation de Schrodinger en représentation position
I’équation de Schrodinger s’écrit en général comme :

., 0
i [$r) = Hiyr)
en représentation {7} —
g O -
(7lih ) = (7| H]r)
or, on sait que :
2 B he S B -
(7| Plye) = =Vipu(F) = (F| P2 |) = —1* A (7)
de méme, on sait que :
(7R |gr) =7 (Flye) = 7u(7)
(7| E(R) [r) = E(7) (Flgr) = F(7) ()

o, 0 L0 L0
in 2 gr) = i ) = in )
L9 n’ . h
1h§ Pi(7) = “om Ay (7) — A2

que l'on peut écrire :

2m 2mi mi 2m

Remarque :

} Opérateurs multiplicatifs

ol F est la fonction grandeur représentée par la fonction F d'opérateurs. Aussi,

IR o . 2
: [V.A(7, 1)+ A(7, t).v] i (7) + zimAz(?, )i (F) + qU (7, t) e (F)

i () —{——A——divﬂ(? t) — 1% A7 t)grad + 7 AXF ) + qU(F t)} (7)
at t - . 7 . 7 g 7 q 7 l/Jt

(13)

On peut calculer (7| A(R).P|p) en utilisant la relation de fermeture :

-

(R).P

N

FAR)Fly) = [ #ARF) (7 |Fly) 8

51 I~ = =S AN |2 1= ==
avec (7| Ply) = =Vy(¥) et (FAR)[7) = AF) F#7)

et donc,

(7| A(R).B|p) = h/A(?)zS(?f?’)ﬁw(?’)d:*?/ A Se@)

i

i
,2_51
51
o

on peut procéder de la meme maniere pour (¥
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