Année Universitaire 2022-2023
12 Juin 2023
Session de Rattrapage

Université Ibn Zohr
Faculté des Sciences d’Agadir
Département de Physique

Correction de ’Examen de Méca. Quantique | - SMP4

Questions de cours (4 pts)

1. Soit A un opérateur hermitique, et |¢;), |¢>) deux vecteurs propres de A associés aux deux
valeurs propres réelles : A, et 1,. Donc, on part du fait que -

Alor) = A1 [¢1) (1)
Alp) = A2 |92) )
avec A # A (3)
donc
dapres Eq.(2) = (¢1|A|d2) = A2 (¢1]02) “4)
daprésEq.(1) = (¢i|AT=A{ (¢] — )

ou dans le deuxieme passage en Eq.(5), on a tenu compte des données: A hermitique
— AT=Aet L cR < A=A
Finalement, 'action de (¢;|A (= Ai (¢1]) sur |¢,) donne comme résultat :

(011A|02) = A1 (¢1]02) (6)

En comparant les Egs.(4) et (6), il vient que : A1 (¢1|9) = A2 (¢1|¢)
c-a-d:

(A1 —2A2) (¢1]¢2) =0

Et comme A4, # A, il s’en suit finalement que | (¢;|¢>) =0.

2. Interpréter la relation qui régit I'effet Compton :

A—Mzi(l—cose)

mc
La relation ci-dessus décrit convenablement le processus physique qui se produit lors de
la collision d’un rayonnement X quelconque (des photons y) avec un électron ¢~ au repos.
Tel rayonnement X posséde initialement une énergie Ey = hvy = hc/Ay et une impulsion

po=Eo/c.
Etat initial Etat final
Photon
Photon  Electron diffusé
incident au repos A
(N (v=0) | ).
— @ Electron
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Apres le choc, le photon initial subit une diffusion de telle sorte que le photon diffusé change
de longueur d’onde qui dépendra uniguement de I'angle 6 de diffusion.

l:lo—l—i(l—COSO) (7
mc

3. Diffusion Compton d’un rayon X de longueur d’onde Ao =0.3A a 6 = 60°.
Pour calculer la longueur d’'onde du photon apres diffusion, on fait I'application numérique
dans I'Eq.(7). Soit alors,

1:0.3A+%(1—cos6o°):0.3A+0,024A(1—cos60°) = @

Pour I'énergie cinétique de I'électron diffusé, on applique la loi de conservation de I'énergie
avant et aprées le choc:

hvy = hv + Ec
énergie du photon avant le choc ~ énergie du photon apres le choc  énergie de I'électron apres le choc

donc, I'énergie (purement cinétique) de I'électron aprés le choc est:

E{ = hvo—hv
_ ke ke
= 7
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(6 pts)

Considérons une particule de masse m, astreint a se déplacer sur I'axe x'ox entre x =0 et x = a,
ou le potentiel V(x) est constant et vaut V) = 0 (le potentiel ailleurs est infini).

1. Lallure de V (x) est illustrée par la figure ci-dessous.

Vix)
A

(1)

V=infini

3)

V=infini

2. L’équation de Schrodinger pour ce systeme.

a l'intérieur du puits, ou V(x) =V, = 0, on note la fonction d’onde par y»(x), et on écrit :
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a I'extérieur du puits, on écrit :

2 X m
TV 22 (5 V() s =0

avec y(x) et y3(x) sont les deux fonctions d’onde respectivement dans les régions (1) et

(3).

. Résolution des équations précédentes

Classiguement, la particule ne peut qu’osciller entre les deux parois du puits, c-a-d entre
x=0etx=a.

Quantiqguement parlant, la fonction d’onde de la particule doit étre nulle a I'extérieur du puits

= [y =ys3(x) =0

et aussi doit étre contir)ue enx=0etx=a.
La Quantification de I'Energie.

A l'intérieur du puits, I'équation de Schrédinger s’écrit,

" 2m

W (x)+ 2y (x) =0 avec k*= 7 E

Les fonctions d’onde de la particule sont donc de la forme :
W2(x) :Aeikx +Be—ikx
Continuitét enx=0etx=a

lyl(x:O_):qu(x:0+) A+B=0 = A=-B
< . .
Ya(x=a" ) =y3(x Aek® 4 Be~ika — ()

— Al —¢7*k) =0 — 2iAsin(ka)=0 = sin(ka)=0 = ka=nn.
On en déduit alors que

I
Q

L'égalité ka = nt montre que le nombre d’'onde k ne peut prendre que des valeurs discretes,
i.e. k — k,, et ca reste valable aussi pour I'énergie. Finalement

n? w2 h?
E=E,=——, etlénergie est bien quantifiée
2ma?

. I’expression de la fonction d’onde d’une particule dans un puits de potentiel infini.
D’aprés ce qui precede, on a trouvé que :

o WZ(X) :Aeikx+Be—ikx

oA=-B
o k=nm/a
Donc

w(x) =C sin<ﬂx> avec C=2iA
a



Soit alors

Yo (x) = yu(x)=C sin(%x)

cette fonction d’'onde v, (x) est de carré sommable, et d’ou la probabilité total de trouver la
particule le long de I'axe x vaut 1. On écrit :

0 a ) +o0 a ) ) ni
[wtordes [CetPds+ [ wstoPdi=1 = [TicPsin® (“Ex)dx =1
—oo 0 Ja , 0 a
—— ~~
=0

En prenant la phase 6 =0, on écrit

Yo (x) = W(x) = \F sin( ")

. La probabilité de présence de la particule en un point quelconque du puits.
Cette probabilité s’écrit :

P(x) = w0 = Zsin* (")

En quels points la densité de probabilité est maximale ?

. d 2
Z(x) est maximale <— dP(x) =0 — 2T sin(ﬂx) cos(ﬂx) =0

dx a a a a
dnml
s —nﬂ—sin<2ﬂx)=0
a 2 a
— sin<2ﬂx):()
a
T
= 2n—x:p7r:>x:@ (peN)
a 2n
on a
pa
O<x<a:>0<2—<a:>0<p<2n
n
Alors
n=1
)
T°h 2 T
Ei=~— et l//n_lz\/jsin<—x) etcomme 0<p<2 = p=1
2ma a a

donc la probabilité est maximale en x = §
e nN=2:

2 m2h? 2 n
Er=""2 et l//n:2=\/jsin<2—x> etcomme 0<p<4 — p=1,2,3
ma a a

donc la probabilité est maximale enx=4%(p=1) ,x=4(p=2) etx= 3 (p=3).
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6. La probabilité de présence de la particule dans cahque cas
Calculons tout d’abord la probabilité &7 pour trouver la particule entre x; et x,. Soit alors,

P=Px1<x<x)= %/xz sin’ <Mx>dx: ! lx— % in (2%)()}

a a 2nT

X2

X1

Z(0<x<a)
oxZas
PO0<x<a/4) 1[“ — sin(z )+ a '(2””0)} b1 (””)

=—|-—0—— —— sin(2—0) | =-— —
== ald nm a4)  2nn a 4 2nn M\ 72

7. La séparation d’énergie pour deux niveaux voisins £, et E,, . |.

Ona 2.2:2 22322 2
(n+1)272n*  n’m’h ’h

AE, =E —FE, = — = (2 1
" 1 En 2ma? 2ma? (2n+ )2ma2

Séparation si a devient tres grand (dimension macroscopique).

Si a—+w:AE,=0 = E,, | ~E,

Qu’est ce qu’on peut dire de la quantification d’énergie ?

I'énergie dans ce cas devient continue
(10 pts)

Un qubit (aussi appelé QUANTUM BIT) est la superposition linéaire de deux états |0) et |1) qui sont
les états propres d’un hamiltonien H associés aux valeurs propres E, et E| respectivement. On
supposera que ces états forment une base orthonormée de I'espace des états.

1. La matrice associé a H, dans la base % = {|0), |1)}.
Comme |0) et |1) sont les états propres de 'hamiltonien associés respectivement aux valeurs
propres E et E, on écrit :

H|0) =Ep|0) et H|I)=E|l)
Donc, dans la base {|0), |1)} on écrit la matrice H représentant H par

0) 1)

=05 )



On considere les deux qubits suivants :

190) :%<|o>+|1>) ) = 7(|o>—|1>>

2. Ces qubits sont normés parce que

l\.)I'—k

0|0 +Q@f+£@+ 1|1 :%x2:1
0|0 +Qﬁ+&@+ 1|1 :—><2_1

3. On considere I'opérateur projecteur sur I'état [1) : Py = 1) (1].

<qo|qo>=\if2(<or+<1|)f(|o>+u

l\.)IH

1
<QI|QI>:E(<0’_<1|)\/—(|0>_‘1

(a) Laction sur les 2 vecteurs de la base |0) et |1).
lls sont données par

P1]0) = [1) (1]0) = 0]0) +0[1)

Py[1) = [1) {1[1) =0[0) +1]1)

(b) Soit P, La matrice correspondant a cet opérateur
Dans la base {|0), |1)}, la matrice correspondante s’écrit :

0) [1)
Hermiticité

= (/0 0
Pr= aj\o 1
il suffit d’'observer que
—_ 0 0\l (0 0\ ¢4
P, —Transpose[(o 1) ]_ (O 1) =Py

alors P; est hermitique.

(c) Valeurs propres et vecteurs propres de P,
Comme P; est une matrice diagonale, alors les valeurs propres sont : 0 et 1, de telle
sorte que

. pour la valeur propre A = 0 le vecteur propre correspondant est |0) : P; [0) = 0]0)
- pour la valeur propre A = 1 le vecteur propre correspondant est |1) : Py [1) =1]1)

(d) Commutateur [Py, H]
On calcul

PLH] = EH—Hﬁ
_ 0 0)/0 0
o 0 1 0 E1 O E; 0 1
0 0 00
E, 0 E1 00
donc P; et H commutent.
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(e) Vérifions si les qubits |qo) et |¢1) sont des états propres de P,

ona
Pilgo) = 1) (1l0) Pilgr) =11)(1lg1)
1 1
= 11(1] 5 (10) +11)) =111 5 (10) - 1))
=510} == sl

Il s’en suit alors que |qo) et |¢1) ne sont pas des états propres de Py, car il n’existe
aucune a,b € C tels que:

Pilao) =alao) et Pila)=bla)

4. On suppose gu’a l'instant t = 0, le systeme est dans l'état |y (t =0)) = |w(0)) = |q0), et on
mesure I'énergie E du systeme a cet instant r = 0.

(a) Valeurs de E obtenues
D’apres postulat (3) les seuls résultats de mesure d’énergie possibles sont les valeurs

propres de I'hamiltonien associé H, c’est-a-dire : E et E|.

Probabilités correspondantes
les deux vecteurs propres associés aux valeurs propres Ey et E| sont respectivement :
|0) et |1). Donc les probabilités demandées s’écrivent :

TOE )
ZE) = = 0)|y(0) ZE) = L0y (o))
1 {Olao) P (g0} P
1 1

1 1
2 2

(b) La valeur moyenne de I'énergie
Par definition

H = Y EZ2(E)

k=0,1
= EyZ(Ey)+E \Z(E))

— _Ey+-E
yBot 5B

Autre méthode




Pour I'écart quadratique AE

Par definition

AE =/ (H?) — (H)2

> u_ (Eo O\ [(Eo 0\ [(E3 O
em=(00) (0 2)- (8 5

cette patrice posséde deux valeurs propres E3 et E7 associées respectivement aux
vecteurs propres : |0) et |1). De plus, les probabilités correspondantes sont :

avec

o OO 2 o )
ZE) = 1410)w(0)) ZED = 50w
_ 1(0lgo) P g P
1 1
_ 1 _ 1
=3 =3
donc
W) = Y BoE)
k=0,1
= BP(E)+E P(ED)
1 2 1 2
= SE+3E]
- 5 (B+E})
Finalement

1 1 2 1 1
A8 = |3 BB (Bor B = [ (55D - L o

_ \/(E3+E12—2E0E1) _ |Eo—Ey|
4 2

Létat |w(¢)) du systeme apres la mesure.

Méthode [1]:

On applique le postulat de I'’évolution (postulat 6) qui stipule que le vecteur d’état |y (7))
évolue dans le temps selon I'équation de Schrodinger :

d
ih () = H 1y (1)) (1)

On résout alors cette Equation.(1) en tenant compte de I'état initial :
1
0)) = =—(l0Y+1 2
¥(0)) =la0) = —(10) +11)) @

Posons alors :
(W (1)) = co(1)]0) +c1(r) 1)
Léquation.(1) s’écrit alors :

k) = H{co(r)0)+ci(0)]1))

= co(t)Eo|0) +c1(2)E1 1)



En projetant cette équation sur chacun des vecteurs de la base %, on obtient le
systeme d’équations suivantes :

ih¢)(t) = Eyc(t)

i) = % e 0) e~ HEI1 1) |
Méthode [2]:

Le vecteur d’état |y/(r)) a l'instant t est obtenu en appliquant 'opérateur d’évolution a
I'état |y(0)) :

{ ihco(t) = Egco(t) :>{ co(t) :CO(())e—%:Eot avec  co(0) = %

Finalement :

lw(1)) =U(2,0)|w(0))
Lhamiltonien H étant indépendant du temps, donc :

U(t,0) = e i

Ainsi : ‘ ‘ |
(1)) = e 17 [y (0)) = e*%’“\ﬁ(\@ +11))

Et comme |0), et |1) sont des vecteurs propres de I'opérateur H pour les valeurs propres
respectives Ey, et E;. Donc ces vecteurs sont aussi vecteurs propres de I'opérateur U
qui est une fonction de H pour les valeurs propres suivantes : ¢ i’ et ¢~ 751! respec-
tivement.
Rappel :

Alg) =alg) = F(A)|ga) = F(a)|ga)]

Donc :

Wi1) = —= [eTH[0) + e HE11 1) |

Sl -
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