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Moment cinétique orbital et de spin - Harmoniques sphériques- Composition des moments cinétiques
Exercicel : Rotation d'une molécule diatomique.

Nous assimilerons une molécule diatomique rigide a deux _
particules de masse m; et m, reliées par une tige de masse 0 Py
négligeable et de distance fixe r.. Leur centre de masse est
pris comme origine d'un triedre direct Oxyz. L'ensemble
est rigide et tourne avec une vitesse angulaire ® autour
d'un axe situé a une distance r; de m; et r, de m,. L'axe de
la molécule est repéré par les angles et .

1) Déterminer l'expression de I'énergie cinétique de
rotation classique de la molécule autour de son centre
de masse. En déduire que I'Hamiltonien quantique

s'écrit
LZ
H=—
21
ou L est I'opérateur moment cinétique orbital.
Expliciter et donner le sens physique de .
_ M2
L (M = Myhy =T
On a aussi { _ = avec M=m; +m,.
To=1+T1, =M
r =T
2 2
mim mim mim
Ly =—7" r2w et L, ==2" r2w avec muri + myrf = %rez = ur?
m;m,;
L=L+L,= i 2w = urtw
P P; 2 N2 _ Lo, 1p*rtw?
H= =s(myrf + myry)w? = surfw® = s———
2m1 2m2 2 2 2 Ure
12
Soit : H = BT avec I = ur? estle moment d’inertie de la molécule.
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2) Donner les états stationnaires et les énergies de rotation de la molécule. Indiquer la dégénérescence.
Montrer que les écarts entre deux niveaux énergétiques -1 et £ croient linéairement avec le nombre
quantique £.

|£,m) sont les états propre de L= sont aussi états propres de H.

Ona:L?|¢,m)=h*2(£+1D|,m) = H|¢,m) = RZe(e+1)

, 21
hef(£+1)
E, =
£ 21 5

Ilya 2¢ 4+ 1 valeurs de m donc la dégénérescence est: gp = 2 + 1

|£,m)

h2e(e+1) R2e(£—1) h2¢
AB=Ee—Bpn ==~~~ =1

3) Le spectre d'absorption de la molécule CO du monoxide de carbone présente un pic pour une longueur
d'onde de 1,3 mm correspondant a une transition entre les niveaux £ = 1 et £ = 2. Calculer le moment
d'inertie de la molécule et en déduire la distance r. de celle-ci.

On donne les masses molaire des atomes : Mc=12g Mp=16g eth=6,621073%]s

hc _ 2h?

2
AEZZhV=7—T = I_Zh_lh

T AE,  2mic

Ah 136,62
2m2c 612

AN. I =

10~*5kgm? = 1,45 - 10™*%kg - m?

o omym; 1 192
B +m, ¥~ 286,02

[ = pr? = 1= \/% = /1—‘3 1071%m = 1,13 A

Exercice? : Harmoniques sphériques
On considére un systéme physique dans 1'état de fonction d'onde:
Y@ =N-(x+y+z)-e
ou N est une constante de normalisation.
1) Montrer que Y (#)peut se mettre sous la forme :
Y@ = f()g(8, 9)

Développer la partie angulaire dans la base des harmoniques sphériques.

On donne : Y;,(6, @) = \/:incos 0; Yi,1(0,¢) = —\/:insine e Y, _1(6,¢) = \/:insinﬁ el

10%°kg = 1,14- 10726 kg

En coordonnées sphériques, on sait :
x =rSing cosg
y=rsingsing = Y(#) = N-(Sind cos¢ +singsing + cos ) - re="
z=1rC0S#0
Donc f(r) =re %" et g(6,9) =N -(SIn6COS¢p +Sinhsing + cosH)

En utilisant les expressions des harmoniques sphériques, on a :

. L 1
sine cos¢ = ?[Y1 (6,90) =Y (6,0)]

sin@sing = i\/? [YL(8,9) +Y71(6,9)] et COS6O = \/‘T?"Yf’(@, ®)
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lgy =N —

V6

2) Quels sont les résultats possibles lors d’une mesure de L, sur cet état ? et lors d’une mesure de Lsur cet
état ?

3) Calculer les probabilités de tous les résultats possibles lors d’une mesure de L, sur cet état. Indiquer 1'état
du systéme immédiatement apres la mesure.
On sait que la probabilité de mesure est :
Pwp) = [(¢,m|g)|? (puisque (glg) = 1)
Donc : P(h) == P(-h) =3 et P0) =+
Si le résultat de mesure est i, 1’état immédiatement apres la mesure est |1,1)
Si le résultat de mesure est—h, 1’état immédiatement apres la mesure est |1, —1)
Si le résultat de mesure est 0, 1’état immédiatement aprés la mesure est |1,0)

4) Calculer la valeur moyenne de L, sur cet état.

(glL,lg) = AP(h) — AP(—h) + 0P(0) =0

Exercice 3: Opérateurs moments cinétiques

On considére un systéme physique dont ’espace des états, E*, est de dimension 4. Les kets propres

communs aux observables J* et J, .{|j, m)}, avec j = 0, 1 forment une base de I’espace.

1) Ecrire dans cette base les matrices des opérateurs J, , J* et J,. On rangera les kets |j, m) dans I’ordre
[1,1), |1,0), |1, —1), |0,0). Calculer les kets propres communs a J* et J,.

A 0 0 0

. B , [0 0o o0 o0

0 0 0 0
2r% 0 0 0

2

. PPNy »_| 0 2h 0 0
JPlim) =R%G + Dljm) - done =\ & T, o
0 0 0 0

1 ok . ho— .
Jelimy =2 Uy +Jlm) = 5jG+ 1) —m@m + DYj,m+ 1) +5yj( + 1) —m@n — D}j,m = 1)
L1y = Z1L0),  Jl10) = ZILD) +511,-1), JlL=1)=Z1L0) et J]0,0)=0

On peut alors écrire la matrice représentant 1’opérateur J,, :
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0 a/N2 0 0

U,) = h/\2 0 h/\2 0 ~h/V2 1
0
0

0 h/\2 0
0 0

(dans I’ordre prédéfini)

S OoORr O
S OO O

0

Calculons les valeurs propres et les vecteurs propres.

0 ANZ o0 0\

Gy =| M2 0 a2
0 0 0

Il est évident que 0 est une valeur propre qui correspond au vecteur propre |0,0)

On diagonalise la matrice de ], dans la base réduite{|1,1),]1,0), |1, —1)} a savoir :

0 n/N2 0
(]x) = h/\/f 0 fl/\/z
0 a/N2 o0
-2 m/N2Z 0 n2 2
dét(J —AD = |n/N2 -2 w/N2|=-2 <AZ —7>+17:/1(n2 -2 =0
0 n/N2 -2

Les valeurs propres sont A =0, A =h et 1 = —h

Et les vecteurs propres sont :

1
Pour4 =0 %0} = 7 (IL1) —11,-1)) Ces kets propres sont

. déterminés a un facteur de
Pour A = +h lx) =2 (11,1 +v2]|1,0) + |1, -1)) phase global preés
Pour A = —h -y =2 (1L1) = V2[1,0) + |1,-1))

|x%0), |x4) et |x_)sontaussides vecteurs propre de J? associés a la méme valeur propre 2h?2
alors que le ket |0,0) est aussi vecteur propre de J2avec la valeur propre 0
3) Soit |Y) un ket normé représentant 1'état du systéme : [) = a|1,1) + b|1,0) + c|1,—1) + d]|0,0)

ou a, b, ¢ et d sont des constantes réelles. Quelle est la probabilité d’obtenir le résultat A lors d’une
mesure de J, dans cet état ? et lors d’une mesure de J, ?

La probabilité d’obtenir lerésultat de mesurelJ,égal 7 est :
P(h) = (L1Y)? = a?

La probabilité d’obtenir la valeur # lors de la mesure J, est :

P() = e 2 = 7la+2b + ¢ = 7 (a +V2b + )

4/8



Exercice 4 : Particule de spin 1/2

On considére I'Hamiltonien suivant : H = aSZ + b(SZ — SZ)ou S est ’opérateur de spin 1/2 et a et b deux

constantes réelles positives.
Déterminer les énergies et états propres de H.

2 2
Avec S? 2%12%((1) (1)) 1=Xx,y,7

S2-S2=0
h’a  h%a,1 o
2

On a une seule valeur propre E = Ta qui est deux fois dégénérée. Elle correspond a deux vecteurs propres
| +) et |-)

Exercice 5 : Interaction dipolaire magnétique- Composition de moments cinétiques.

A- Hamiltonien dipolaire . .
On s'intéressera ici a L'interaction entre deux Sa Sp
moments magnétiques de deux électrons a et b de

spin 1/2, liés a deux ions strontium maintenus a une

distance fixe d.

Les deux moments magnétiques sont de la forme :
Ez) = YaSqct lTb = VpSp-
Y. €t Yps0nt les rapports gyromagnétiques.
Les deux moments magnétiques interagissent via 'Hamiltonien d'interaction :
_ ,LlO —_— — — o\ — >
) = 1rgs Ha Hp = 3 D)y - 2)]
ouZ est un vecteur unitaire joignant les deux dipdles.
1) Montrer que I'Hamiltonien d'interaction s'écrit :
H=p(kSa, - Sp; —S* + S2 + SE)
Ou B et k sont des constantes que 1’on précisera et S est le spin total tel que S = f; + S_b)

Ho

H = Wyayb [Sa “Sp — 3Sa25bz]
- o _ S*-sZ-sp
Avec S, S, = Tb
HoYaYVb
H= _TZﬁ [654,Sp, — S? + 52 + SZ]
p = —ttary et k=6

2) Rappeler les vecteurs de la base couplée |S, M)et donner leurs expressions en fonction des éléments de la
base découplée|m,, my,). Vérifier les résultats obtenus a partir des tables de Clebsh Gordan.

La base couplée est : {|1,1), [1,—1), |1,0), |0,0)}

La base découplée est : {|+, +), |+, =), |- +), |-, =)}
En utilisant la régle M = m; + m,, on a immédiatement :
[1,1) = |+, +) et 1, -1) =|—,—)

Onaaussi Sy = Sg4 + Sp+ de plus S;|S,m) = ~/S(S+ 1) —m(m + 1)|S,m £ 1)
S_I1,1) = A2]1,0) = [Sac|+, +) + S|+, )] = hl—, +) + Al+,—)

Et le ket|1,0) s’écrit alors : [1,0) = % [+ =)+ |- +)]
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Le ket |0,0) est orthogonal aux autres éléments de la base et plus spécialement a |1,0)

On pose |0,0) = a|+,—) + B|
(1,000,0) = 0 = = (a + )

-, _|_>

= =— o Le ket normé est : |0,0) 2\%[|+,—)— |—, +)]

3) Vérifier que les kets |S, M)sont vecteurs propres du produit S,,*Sy,. Quelles sont les valeurs

propres associées ?

2
Avec Sy, -+ Spzlmg, mp) = A"mgmy|mg, my)

2

2

h h
Saz'sz|1:1>=Saz'sz|+'+)=Z|+:+)=T|1:1)
2 2

et Suz 'szll'_1> = Saz 'szl_r_> :Zl_'_) :le'_1>
S Spz11,0) ! [S, Syl =)+ S Spzl +)] hz ! [|+ Y+ +)] h2|1 0)
az "bzlL = = az "Opzl T, T az " bzl ™ = T = ) ) =——14

2 42 4

f h2\/1_ 2
Saz 'szlo,O) = ﬁ[saz 'sz|+r_> —Saz 'szl_' +)] = _Zﬁ[l‘h_) - |_r +>]

2
Les valeurs propres du produit S,,. S, sont : + h:

4) En déduire la représentation matricielle de H dans la base couplée. On les rangera selon 1'ordre s

décroissant et m décroissant.

(1,1|H|1,1) (1,0|H|1,0) (1,1|H|1,-1) (0,0]H]|0,0)
(1,0|H|1,1) (1,0|H|1,0) (1,0|H|1,-1) (1,0]H]|0,0)
(1,-1|H|1,1) (1,—1|H|1,0) (1,—1|H|1,—-1) (1,—1|H]|0,0)
(0,0|H|1,1) (0,0|H|1,0) (0,0|H|1,-1) (0,0|H|0,0)

(H) =

Il est facile de montrer que :

H|1,1) = BA%|1,1) H|1,0) = —2BA%|1,0)
H|1,—1) = BA%|1,—1) H|0,0) = 0
Et par conséquent, on écrit :
1 0 0 0
_ 2 0 =2 0 O
=810 0 1 0
0 O 0 0

5) Donner les niveaux d'énergie et leurs dégénérescences.
Les niveaux d’énergies, notées Ej ,, sont :

2
_ — pp2 — _ Mol
Eiy=E 1= Bh" = _Sfrd3 Y
est deux fois dégénérée et associée aux 2 vecteurs propres : |1,1) et |1,—1)
2
ﬂ()h

E o= —2ph* = ind? VoV ©St simple et associée au vecteur propre : |1, 0)
’ T

Epo = 0 estsimple et associée au vecteur propre :|0, 0)

B- Evolution
Initialement, on prépare le systéme des deux électrons dans 1'état :

[(0)) = |mg, mp) = |+, )

1) Exprimer cet état en fonction des ¢léments de la base couplée.
1

= [P(0)) = [+, =) = =[|1,0) + [0,0)]
10,0) = (14, =) = |- +)] 2
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2) Déterminer |y (t))dans la base couplée, puis dans la base découplée.
iHt
iHt e n 1 .
t)) =e & [p(0)) = ——=(|1,0) + |0,0)) = — [eT2F|1,0) + |0,0
lp(®) =e = [(0)) NG (11,0) +10,0)) ﬁ[e 11,0) +10,0)]

1 . .
() = 5 [(e¥28% + 1)1+, =) + (267 — 1) -, +)]
3) Quelle est la probabilité de trouver les deux spins avec la méme projection c.a.d. les états
Img, mp) = |+,+) ou mgmy) =|—,—)

P+ +) = [{+ +YO)? = KL,1p©O)* = 0
P(= =N = K= —lp@)? = K1, -1 (®)I* =0

C- Effet d'un champ magnétique extérieur

Le champ magnétique dipolaire, aux distances considérées, est tres faible, et peut a priori étre
perturbé par un champ extérieur non désiré. Nous nous contenterons de considérer le cas ou le
champ en question, noté

B = BZ, est constant et uniforme. Dans ce cas-ci on posera y, =y, =y

1) Donner I'expression du nouvel Hamiltonien H' en fonction de H et de S,, la composante du spin
total suivant z.

M=M,+M,=yS, +
H =H-M-B=H-yS"

Q

2) La base couplée, est-elle une base propre de H'. Exprimer les niveaux d'énergie en fonction de
s et m. donner les énergies pour chaque état.Conclure.
D’aprées ’expression de H’, on aura : H'|s, m) = (Eg,, — yhBm)|s, m),

s, 1 _ _ﬂohz 2 _ ' _ _ _Hohz 2 _
Soit: H'|11) = (——=y“—yhB)IL1) , H'|1,-1)=(———y*+yhB)[1,-1)

%nd3 8md3
! h’ !
H'110) = (25y2) 1100 et H'[0,0) = 0]0,0)
ET _ uohzyz A
W7 g 11, 0) Fro  1LO)
E(),() =0 0, 0) E()’() =0 0, 0)

Ei 1 +YhB 11,—1)

2.2
Hoh"y
Ey,=E _,=-—
1,1 1,-1 e P
11,1) et [1,—1) e |Ei1—yhB 11, 1)
En absence de B En présence de B

Conclusion : La présence d’un champ magnétique a pour effet de :
- laisser invariant les ¢nergies E; ( et Ey o
- lever la dégénérescence de I’énergie E; 4 (ou E; )

En d’autres termes, il y a une levée compléte de la dégénérescence et par conséquent,
I’hamiltonien H' forme ECOC. 7/8




34. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICAL HARMONICS,
AND d FUNCTIONS

J J
Note: A square-root sign is to be nnderstood over every cocllicient, e.q., for —8/15 read —4/8/15, Notation: MM
1 bl m
1/2x1/2 N o r."_.'i - 1 "
i Y —cosf % s/2 m,om i
|+2/2 +1/2] 1] ¢ o ! \/ A 2x1/2 +zi2| 52 a2 1 1 | Coefficients
|!1;‘2 -1/z2|1/z 1z 1 3 _ |42 +1/2 1|+3/2 4372
1/2 +1/2|1/2 -1/2|-1 1}/11  gin f et +2 -1/2| 1/5 45| 5/2 3r2
| -1z -1r2] 1 B +1 #1/2| 4/5 -1/5|+1/2 +1/2
0 [5 /3 4. 1 +1-1/2| 2/5 3/3| s/2 3/2
1x1/2 [77 RER Vi (§ cos” 6 — 5) 0+1/2| 3/ ~2rs|-1/2 -1/2
b =y [ — - —
/ +3/2]| 32 12 F 0-1/2| 3/5 2/5 E;f 3/2
|+1 +1/2]  if+asz +1/2 K;gl N et sin 0 cos § ¢i® -1 +1/2| 2/5 -3/5|-3/2 -3/2
; ; \ 2 1 - ; ;
+1-1/2| 1/3 2/3| 3/2 1/2 8 3/2x1/2 |2 % 1/2 4,35 /5] s/2
0 +1/2| 2/3 -1/3|-1/2 -1/2 . | I."'_|5 o — 2 ‘ -2 +1/2| 1/5 -4/5]-5/2
o -1/z| 2/3 /3| 3z ng Ecv o sin? g e29 | EEYEREVEI RN I S |-z -1/2 1
-1 +1/2| 1/3 -2/3)-3/2 i +3/z -1/2|1/4 /4] 2z L
2 x1[3 I +1/2 +1/2 |3/4 -1/8] o o
x -1-1/z2| 1 52
2l s 2 ! 3/2x1 _sﬁz e — +1/2 -1/2)1/2 12| 2 1
L2 +1f 1 [Forz 71 1)+3/2 +3/2 -1/2 +1/2|l/2 -1/2] -1 -1
2 0 +3/2 o| 2/5 a/s| s/2  a/z 172 1/2 -1/2| 3/4 174 2
1+ +1/2 +1| 3/5 -2/5|+1/2 +1/2 +1/2 -3/2 +1/2| 1/4-3/4|-2
— +3/2 -1[1/10  2/5  1/z |-3/2-1/2] 1
1x1 ]2 3 2 1 +1/2 0 3/5 1/15 -1/3| 52 32 1/2
I i f i 0 0 0 -1/2 +1|3/10 -8/15 1/6|-1/2 -1/2 -1/2
+ + + + B . B . B
l /5 1/2 3/10 +1/2 -1|3/10 8/15 1/@
b1oofiz w2l 2 1 o o o|3/5 0 -2/% 3z 1 -1/2 of 3/5 -1/15 -1/3| s/2 3/2
o+ifi/z-1v2] o o o -1 +1|1/5 -1/2 3/10|] -1 -1 -1 3/2 +1|1/10 -2/3  1/z2|-3/2 -3/2
+1 -1|1/6 1/z2 1/3 0 -1 2/5 1/2 1/10 -l/z-1| 3/5 2/5] s5/2
o olz/z o-1/3| 2 1 -1 o|ef1s -1/6-3/10| 3 2 3/2 o 2/5 -3/3|-5/2
-1 41|1/6 -1/2 1/3| -1 -1 -2 +1|1/15 -1/3  3/5| -2 -2 [z -1 -
0-1l/2 2] 2 -1 -1lz/3 s3] 2 :
‘};} m—( I)Vrl}’;u-ﬁ 1 oz -z |-z -2 0|1/3-2/3]-3 {71 72mms| g1 g0 M)
-1 - : - — -2 -1] 1 PR .
[r-zfs d fnﬁ TS| h._m g e [ (—1 }J DI oy | S M)
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