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Solution de l’exercice 1

On donne les trois vecteurs ‘7'1(1, 1,0), VQ(O, 1,0) et ‘7},(0, 0,2). Notons par (€7, €, €3) la base dans
laquelle les différents vecteurs sont décomposés.

1. Calculons les normes des différents vecteurs et les vecteurs unitaires de leurs directions

respectives
. % 2 V2
Vil=VIZ+ 12402 =12 — @, = _’1 — £’£70
Vi 27 2
7 — ‘75
WIl=VvV0+124+02=1=th = — = (0,1,0)
Va
a2 — ‘7:3
Val| = V02 + 02+ 22 =V4=2= i) = —— = (0,0,1)
Vs
2. On calcule cos (ﬁ) comme suit
I 2 . L = =
U U= et Uy - Uy = |0 || ||U2]] cos (vl,w) = cos <v1,1)2>

5

/\)_\/5

—> cos (171, Uy

3. Nous avons

L WV2
v - _
102 9
R
172/\173: 1 0 :‘0 1 X€1+OX€2—OX€3:(1,0,0)
0 1

X oo

’171(172/\173):1 1+1X0+0X0:1

Le premier terme représente le produit scalaire entre les vecteurs o] et vy, il est égal au
produit du module de la projection de ¢ sur v5 multiplié par le module de v5. Le deuxiéme
terme est le produit vectoriel entre 5 et v3. Le dernier terme est le produit mixte entre
(v, Uy, U3) et qui n’est d’autre que le volume du parallélepipéde contruit sur la base des trois

vecteurs.
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Solution de l’exercice 2

1. Nous avons

- -

o i j k
AN(B+C) = A, A, A,

B,+C, B,+C, B.+C,

= (A,B. — A,B, + A,C, — A,C,)) i+ (—A.B. + A.B, — A,C. + A.C,) ]

+ (AyB, — A B, + A,C, — A,C) k
— (AyB. — A.B,)i+ (—A.B. + A.B,) j + (A.B, — A,B,) k
+ (A0, — A.C)) T+ (—AC. + A.C) J + (A0, — A,Co) k
—ANB+ ANC.

E(éA@ﬁ%ﬁJ+AJ+A£)
«&@-&@ﬁ+@&@+&@ﬁﬂ&@—@@%)
= A,B,C. — A,B.C, — A,B,C. + A,B.C, + A.B,C, — A.B,C,
=, (A,B, — A.B,) + C, (~A,B. + A.B,) + C. (A,B, — A,B,)
—C-(AAB)

XA@Aj:EA«%@—&@ﬁ+h&@+&@ﬁ+@@%%ﬂma
i 7 k
= A, A, A,
B,C. — B.C, —B,C.+ B.C, B,C,— B,C,)
— (A,B,C, — AyB,Cy + A.B,C. — A.B.C,) 7
+ (=A,B,Cy + A,B,C, + A.B,C. — A.B.C,) ]
(ABC+ABC—AB@+@&@W
= (A.C, + A,C, + A,C.)B (AB+AB+ABWZ
(AC—h4C+AO)yy%AB—h4C+AB)C
+ (A4,Cy + A,Cy + A.CL)) Bk — (AyBy + A,B, + A.C.) C.k
) B

LCo+ A,C, + ALC, (AB4%U3+ACDC

=(A
—(A-C\B—(A-B)C.
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De la méme maniére, on démontre que £ (/T( A B(t)) = % A B(t) + A(t) A %ﬁt).

(A1) - B(t) = — (Aa(t) Ba(t) + Ay (8) By (1) + A (1) Ba(1))

dAc;t(t>B””(t) A )dBdt( ) i dl%t(t)B (1) + Ayt >dBdt(t)
d’%t(t) Bo(t) + A.(1) d%; )

=00+ Lo, + L

AL d%t“) + Ay(t) dﬁ;t(t) LA )dBdt( )

A 3 ~  dB

= 0 B+ Aw) - o),

Solution de l’exercice 3

1.

2. Pour que le systéme (@, ¥

-

cos(0)i +sin(0)], 7 = — sin(#)i + cos(#)]

u

) constitue une base O.N.D, if faut ||u|| = ||v]| = ||@]] = 1 et

—

, W
GAT =T TNT = (cos(0)i + sin(f )j)/\(—sm(&)z—l—cos(&) HN=k=w=F

3.
dii d 0V ()7 ~
dul - _ d{cos(9): + sin(6);) = —sin(A)i + cos(0)] = T
do | 5 db
R
dv|  d(—sin(6)7 + cos(6)] r
vl _ d{=sin(0)i +cos(0)y)) _ _ cos(A)i — sin(0)] = —i
do |, do
R
4. . -
du d 0)i + sin(0)j - - >
i) _ dlcos(6)i+sin(0)y)| _ —0sin(0)i + 6 cos(0)] = 67 = wi
dt |, dt .
dv|  d(—sin(0)i 0)j - 2 g
vl _ d(=sin(0) + cos(0))) = —fcos(0)i — Osin(h)] = —0u = —wii
dt |, dt i
d.
d(A7) dar F@
dt |p dt|p, dt
dr E =, o A
ar _ . B 7 2 o —at
it bsin(bt)i + bcos(bt)j + 2tk, o ae
d(\T - ? L
% =e @ [(—b sin(bt) — acos(bt))i + (bcos(bt) — asin(bt))j + (275 — atz) k}
R
dunT)|  da AP H/\df
dt |, a7,
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da AT = (—wsin(h)i + wcos(8)]) A (cos(bt);+ sin(bt) ] + t2l;)
dt |,
= —wsin(0) sin(bt)k + wsin(0)t2] — w cos(0) cos(bt)k + w cos(0)t*i
= wcos(0)t%i + wsin(0)t2] — (wsin(8) sin(bt) + w cos() cos(bt))k
@A % = (cos(0)i + sin(0)) A (—bsin(bt)i + bcos(bt)] + 2tk)
R
— cos(8)bcos(bt)k — 2t cos(8)] + sin(6)bsin(bt)k + 2t sin(h)7
— 2t sin(0)i — 2t cos(0) + (cos(A)bcos(bt) + sin(0)bsin(bt))k
d(ud;\ ) = wcos(0)t% + wsin(0)t2] — (wsin(0) sin(bt) + w cos(0) cos(bt))k
R
+ 2t sin(0)i — 2t cos(0)(cos(0)bcos(bt) + sin(0)bsin(bt))k
d(ud/t\ ) = (wcos(9)t* + 2t sin(6)) i+ (wsin(9)t* — 2t cos(6)) j
R

-

+ (b —w) cos(0 — bt)k

d(\T d(uNT
Pour exprimer les dérivées (A7) t ( ) dans la base (@, v, @), il faut exprimer
dt g at |,
(Z, 7, k) en fonction de la base (¢, ¥, ).

Solution de l’exercice 4
Soit R(O, i 7, k) un repére cartésien et considérons la base sphérique (€, €y, €,,).

1. Exprimons les vecteurs de la base sphérique dans la base cartésienne :

—

€, = COS Ok + sin e,
= cos Ok + sin 6(cos @i + sin ¢ )
= cos psin 07 + sin @ sin 07 + cos 0k,

nous somimes passés par le vecteur €, de la base cylindrique. De méme, pour €, nous avons

—

p = — sin 0k + cos e,
= —sin 0k + cos 6(cos i + sin ¢))

= cos @ cos 0 + sin ¢ cos 0] — sin Ok.

et finalement
€, = —sin i + cos ¢j

2. Calculons les dérivées partielles suivantes sachant que les vecteurs de la base cartésienne

sont fixes : 9%
83 = cos ¢ cos 0 + sin ¢ cos 0] — sin 0k

et

0€, , R .

= —singsin i + cos psind

D

et oe
% — —cos psin i — sin psin ) — cos 0k
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et
oe, - -
7 _ —sin ¢ cos 0 + cos ¢ cos 0
dp
et 9%
€y
i |
00
et
aé;o - . i
—— = —Cos Yt — sin j.
I
. Pour établir la différentielle de chacun des vecteurs de la base, on a
0e, 0€,
dé, = ——db “d
“= 0™t 9,

— (cos g cos 07 + sin ¢ cos 0] — sin Ok)df + (— sin @i + cos 7 ) sin Oy
= dfey + sin Odpe,

De la méme maniére, on établit la différentielle de €y comme suit

L Oey 0éy
dey = —df + —d
=90 T 9, "
= (— cos psin 0i — sin psin 67 — cos QE)dQ + (—sin g cos 0i + cos © cos 9;)d¢

= —dbe, + cosfdype,

et finalement

.08, 06,

= dip(— cos i — sin @)
= —dype, = —dy (sin fe, + cos Oéy)

. Pour cette question, il suffit de faire apparaitre les différentielles des vecteurs de la base
sphérique sous la forme demandée. On a k = cosfe, — sinfley, ce qui donne k A €, =
sin e, k N €y = cos0é, et €y = €, A &, ainsi on peut écrire
dé, = &, A &, + dpk A E,
— (atde, + drgk) A,
— dtQAE,
avec () = 0.550 + ng De méme, on a
dey = —dbe, + cosfdpe,
= dOE, A + dok A &
= dtQ A Ep
Finalement, reprenons la différentielle de €, :
de, = —dty (sin Oe, + cos Oéy)
= —dty (sinfey A €, — cosbe, A é,)
= —dt¢ (sinfey — cosbe,) A €,
= dtpk N éE,
= dtQNE,
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Les dérivées par rapport au temps s’obtiennent facilement en divisant par dt :

dé, ~ . dé -~ . de
QANeE b =QAéEy —*F
dt |p

dt |, dt |5 v

5. Considérons cette fois-ci la base cylindrique. Le seul angle qui varie est ®, d’ou le vecteur
rotation de la base cylindrique par rapport a la base cartésienne est Q= gok: En appliquant
les résultats précédents, on obtient

de), =

dtR:gpk/\ep P,
de, .7
d—ZDR:gok/\ew——gpep
dk
21 =0

dt

R

6. Soit V = V,&, + Vyép + V,€,. Sa dérivée par rapport au temps est

_%7+dxg+dg A VvGne +Ving VGG,
_dxﬁrjtd(;/:*e—i— ;;eijQ/\(Ver—l—Vgeg%—Vew)
dxaﬂd‘faﬁdx L AAT

qui reste une relation générale.
Solution de ’exercice 5

Considérons un repére cartésien R(O, i, j, k). Soient (é’m s, k) et (€, €y, €,) respectivement les

bases cylindrique et sphérique. Soit M un point repéré par OM par rapport & R. On considére
un déplacement infinitésimal de M en M " tel que M’ est trés proche de M. On note alors le

déplacement élémentaire par OM’' — OM = dMM' = dOM

1. La base cartésienne est fixe et donc la dérivée de ces vecteurs par rapport au temps dans R
est nulle. D’o11, le déplacement élementaire dans cette base est

dOM = dai + dyj + d=F.

2. Le vecteur rotation de la base cylindrique dans R est O = gbl;. Ceci peut étre démon-
tré facilement en explicitant la base cylindrique dans la base cartésienne. Le déplacement
¢élémentaire dans cette base est

dO_]\>4 =d (pgp + ZE) = dpé, + pde, + dzk

= dpé, + pdtQ A E, + dzk
= dpe, + ,odcplg A€, + dzk = dpe, + pdpé, + dzk
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3. Pour ce qui est de la base sphérique, le vecteur rotation est 0 = 96} + ng = 9'5¢ +
¢ (cos 0¢€, — sinfey). Ainsi pour le déplacement élémentaire dans cette base, on trouve

dOM = d (r2,) = dré, + rdé,
= dré, + rdtQ A é,
= drée, + r (dfe, N €, + dy [cos €, — sin Oep] A €).)
= dré, +r (0, + deé,)
= dre, + rdfey + rdpsin 0e,,
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