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Théorie des perturbations stationnaires

Probléme 1 : Oscillateur harmonique perturbé
Soit HjI’hamiltonien d’un oscillateur harmonique a une dimension :
p2

2m 2

. . . 0 g
Les énergies propres de H|, sont notées E,S ) et les vecteurs propres associés

o) =|n).

Le systéme, subissant I’action d’une perturbation W, est décrit par ’hamiltonien total H = H, +W .

1. Perturbation linéaire

W=AhoX
A mao R , . . N N
avec X = Y X et Aestun paramétre réel, sans dimension, tres inférieur a 1.
a. Calcul exact :
i. Ecrire H sous la forme suivante :
2
P 1
H=—+—-—mo* (X -X,) +¢,.1
2m 2

ou X, et &, sont des constantes que I'on déterminera et I opérateur identité.

ii. En déduire les énergies propres E, de '’hamiltonien .

b. Développement de perturbation :

i. Calculer jusqu’au deuxi¢me ordre de perturbation les énergies propres E, de H.

ii. Calculer, au premier ordre de perturbation, le vecteur d’état |¢n> de H.
2. Perturbation quadratique
1 5 1
W:E,oha))(2 :§pma)2X2

ou p est un parameétre réel, sans dimension, tres inférieur a 1.

a. Par un calcul direct, déterminer les énergies propres E, de I’hamiltonien total H.
b. Retrouver ce résultat a partir de la théorie des perturbations stationnaires.

c. Calculer, au premier ordre des perturbations, le vecteur d’état |¢n> de P’hamiltonien total H.



Probléme 2 : Perturbation stationnaire d’un systéme a trois niveaux

Un systéme a trois niveaux, décrit par ’hamiltonien Hj, est soumis a action d’une interaction W. Dans

une base orthonormée { |u1>, u2>, u3> } , H, et W sont représentés par les matrices suivantes :
1 00 a b ic
Hy=ho| 0 2 0 ; W=n| b 0 b
0 0 2 —ic b 0

n suppose que @, a, b et ¢ sont des constantes réelles ayant la dimension d’une pulsation, et que les
O q ,a,bet td tant lles ayant la d d’ Isation, et que 1

quantités a, b et csont tres petites devant @.

1. Calculer, au premier ordre et au second ordre de perturbation, les corrections au niveau
fondamental de H|,. Calculer, au premier ordre, les corrections au vecteur propre de ce niveau.

2. Calculer, au premier ordre, les corrections au niveau excité de H, et a 'ordre zéro, les corrections

au vecteur propre de ce niveau.

Probléme 3 : Moment cinétique j =1 dans un champ magnétique

On considere un systeme quantique de moment cinétique j =1. Le sous-espace &) a trois dimensions,
associé au systeme, est rapporté a la base {| Jj= 1,m>} que l'on classera par ordre décroissant de m.

L’hamiltonien H|, du systéme est :
b
Hy=aJ, +=J?
h
ou a et b sont deux constantes positives, ayant les dimensions d’une pulsation.

1. Quels sont les niveaux d’énergie du systeme ?

2. On applique un champ magnétique statique B dans la direction Ox de vecteur unitaire €, .
L’interaction du champ B avec le moment magnétique du systtme M =yJ (y est le rapport

gyromagnétique, supposé négatif) est décrite par I’hamiltonien W =— M .B. La constante

@ = —y B estla pulsation de Larmor. I’hamiltonien total du systeme est alors : H = Hy+W

1,m>}.

Calculer la matrice représentant W dans la base {
3. Onsuppose que b=a etque w<<a.

a. Calculer, au premier ordre de perturbation, énergie propre du niveau fondamental et, a

Pordre zéro, le vecteur propre correspondant.

b. Calculer, au premier ordre puis au second ordre de perturbation, I’énergie propre du

niveau excité.

c. Calculer le vecteur propre au premier ordre de perturbation.
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Corrigé

Probléme 1 : Oscillateur harmonique perturbé
1. Perturbation linéaire
a. Calcul exact:

i. Expression de ’hamiltonien /7 du systeme :

2 2 2
= i ane M x -2 L2 xea [ | e
2m 2 /] 2m 2 mo 2

I’hamiltonien H s’écrit alors sous la forme :

P 1, )
2m 2

X, :—11/i et goz—lxlzha)
mao 2

ii. Détermination des énergies propres £, de H :

avece

Ona:
H=H'+¢g,l

H' est ’'hamiltonien d’un oscillateur harmonique a une dimension :

' P2 1 2 yv2 '
H="—+—-mo’X? , X'=X-X,
2m 2

Son équation aux valeurs propres est :
1 1 1 1
Hi=E) . E,=howed) e
L’équation aux valeurs propres de H = H'+ &, est alors :
H|n> = (H'+ 80)|n> = En|n> = E=F' +¢g,
D’ou les énergies propres de H :

En=ha)(n+l)—l/12ha)
27 2

b. Calcul par la théorie des perturbations stationnaires :



W=ihoX =iho|"? x ; ~ (@' +a)

Donc:

Aho ,
A (a" +a)

. . 1 . . r .
i. Correction E,(l ) au premier ordre des niveaux d’énergie :

ED = (n|W|n) “‘“’[M nln+1) 4+ (aln-1)]= 0

W =

. 2 P . , .
* Correction E,(l ) au deuxiéme ordre des niveaux d’énergie :

o _ k1) (k] |
E; ; EO _EO =2 hm 3/; EO _EO
Or:
h h
(k)= 5o [N T+ 1)+ (k=) = [ [T 6 #4005,
Donc:
) _ 1 n+l n
£ 0| o |
Comme :
E9V-E® =—to e EV-EY =ho
Alors :

1

E® =Eﬂ2hw[—n—l+n]=—%ﬂzhw

Les énergies propres E, calculées au deuxi¢me ordre de perturbation sont :
I, 1
E =EY+EV+EY =hon +5)—5/12ha)

On retrouve les énergies propres calculées par la méthode directe.

ii. vecteur propre |¢n> de H au premier ordre de la perturbation :

0= Z o)<l A )

~ ntl +1+/1 n—l
- " )2

Sous leffet de la perturbation W, ’état |n> est contaminé par les états |n + 1> et |n - 1>.

2. Perturbation quadratique

a. Calcul exact des énergies propres £, de ’hamiltonien / total du systé¢me :



L’hamiltonien H total du systeme s’écrit :
2

H=H0+W=P—+lmw2(1+p))(2
2m 2

Dong, les énergies propres E, de '’hamiltonien H total du systeme s’obtiennent a partir de celle de

I’hamiltonien non perturbé en changeant la pulsation @ en @'= w+/1+
p g p P

E, =(n+ %)ha)'= (n +%)hw1/1 +p

b. Application de la théorie des perturbations stationnaires

((a+)2 +a’+2d"a +I)

X*= (a"+a)’ =——
2mw

2mm
_1 2 2_1 +52 2 +
= W_E'meX —tha) (@ )y +a +2a"a+1

Correction au premier ordre de ’énergie
B = (alW |n) = phoo( (20"a-+1 )

Donc:

1 1
EV =" phomn+—
n =y phon+)

Correction au deuxiéme ordre de ’énergie :

(2) Z‘k|W| ‘ 1 2 4z‘<k|X2| >‘
E(O) E(O) = E(O) E(O)

k#n

(20 ) = [+ D +2) 8+ 0 =D) 80+ 205, +5,,]

Comme k # n, la correction au second ordre est

n* {(n+l)(n+2) . n(n—l)}

|
g -1 2.2 4
n TP amla| - 2he 2o

! RN il PO
ol 2hol-(n+1)(n+2)+n(n-1)]= =P ha)(2+1)

L’énergie propre E, de ’hamiltonien H total est alors :
E,~E9Y+EV+E® +
1. 1 1 1 , n
rho(n+=-)+=—pho (n+—-)——p ho (=+1)+
( 2) 5P ( 2) 3P (2 )

2
~(n+Dho|1+L L 4.
2 2 8



= Comparaison avec le calcul direct :

Le calcul exact des énergies propres de /1 a donné I'expression suivante :
1 1
E, =(n+ E)ha)': (n+ E)ha) NIE

En développant le radical, au second ordre en p,ona:

2 2
1/l+,o:1+£—'0—+--~ = En=(n+l)hco 1+2 -2 4.
2 8 2 2 8

On retrouve alors les énergies propres calculées par la théorie des perturbations.

c. Vecteur d’état |¢n> de ’hamiltonien total // au premier ordre des perturbations :

5 k7
E(O) ED

= |¢n>=|n>+ép CJmr D2 |n+2) +fn(n—1) [n-2))+

1 (e X2 ) |
| > | >+2me22E(0) E(0)| >

Probléme 2 : Perturbation stationnaire d’un systéme a trois niveaux

)

u3> } , les matrices de H|, et de W sont:

Dans la base orthonormée { |u1> ,

1 0 0 a b ic
Hy=ho| 0 2 0 ; W=n| b 0 b
0 0 2 —ic b 0

Les niveaux d’énergie de H|, sont:

- niveau fondamental d’énergie El(o) =hw (non dégénéré) de vecteur propre |u1> ;
- niveau excité d’énergic ES” = 2ha (dégénéré) de vecteurs propres |u2> et |u3>
1. Corrections au niveau fondamental (non dégénéré) de H, :

a. Correction, au premier ordre de perturbation, a ’énergie :

a b ic)\(l
ED =(uWlu)=nl 0 0)| b 0 b|/0|=ha = E" =ha
—ic b 0)00

b. Correction, au second ordre de perturbation, a ’énergie :

AT AL
E® :‘Efzo)—Elé(J) +‘E1(30)—E1§0‘) = U(u2|W|u1 V(s 7]y }

Comme

<u2|W|u1> =hb ; <u3|W|u1> =—ihc



Donc:

Ainsi, au second ordre de perturbation, la correction a énergie du niveau fondamental de Hjest :

h(b* +c?)
w

E ~ho+ha-
c. Correction, au premier ordre de perturbation, au vecteur propre |u1> :

"/’(1)> (ot 1 [ o) + (s | [ )]

1

El(o) _ Eéo)

) -b ic

‘V/ > |“2>+_|“3>
a
Ainsi, au premier ordre de perturbation, le vecteur propre associé au niveau fondamental est :
b ic

wy)=u)——\u,)+—\u
) =)~ 2+ )

2. Corrections au niveau excité (dégénéré) de H,:

Le niveau excit¢é de H, est doublement dégénéré: énergie Eéo) =2hw de vecteurs propres

|u2> et |u3> Pour calculer les corrections a I’énergie et aux vecteurs propres, il faut diagonaliser la

restriction de la matrice d’interaction au sous — espace engendré par les vecteurs |u2> et |u3> , SOit :

0 nb
W =
ab 0
Les valeurs propres et les vecteurs propres de cette matrice sont :
go=hb ¢ e} = i)+ )
V2 V2
1 1

& =—hb : |57>:$|u2>—$|u3>

a. Correction au premier ordre a ’énergie :
EV=¢ =nb ; EV=¢ =-nb
Le niveau excité se divise en deux sous — niveaux d’énergies respectives :
E, =2ho+hdb ; E, =2hw-hb
b. Vecteurs propres a ’ordre zéro :

Le vecteur propre associé a chaque sous — niveaux est donné, a 'ordre zéro, par :

i) = gbio) e i) A2 =) - =)



Probléme 3 : Moment cinétique j =1 dans un champ magnétique

Le systéme quantique est de moment cinétique j =1. Le sous-espace ¢ a trois dimensions est rapporté

a la base { l,l> , 1,0> , 1,—1>}. L’hamiltonien Hdu systéme est :

b
Hy=aJ,+—J:
0 z A z
ou a et b sont deux constantes positives, ayant les dimensions d’une pulsation.

1. Les niveaux d’énergie du systéme :

Ona:
H, l,m>:(aJZ+%Jzzj 1,m>=(amh+bm2h) 1,m>
Donc :
Hy|1,1)=(a+b)7 |1,1)
H,|1,0)=0.|1,0)
Ho|1,-1)=(b-a) |1,-1)

Les niveaux d’énergie de H, (hamiltonien non perturbé) sont alors :

EO=@+b)h , EV=0 , EO=b-a)n

1L-1)}:

L’hamiltonien d’interaction du champ B avec le moment magnétique du systeme M =y J est:

2. Matrice représentant /¥ dans la base {

1,1),

1,0),

W=-M.B=wJ

X
@ =—y B estla pulsation de Larmor. D’ou :

w1

V2

S = O
—_— O
S = O

3. On suppose que b=a etque @ <<a. Les niveaux d’énergie de H|, sont:

- Niveau fondamental :

EQ=E9=0 : énergie propre 2 fois dégénérée = états propres : 1,0> et|1,— 1>
- Niveau excité :
EY =2an : énergie propre non dégénérée =  état propre : 1,1>

a. Corrections a ’énergie propre et au vecteur propre du niveau fondamental :

Ce niveau d’énergie est dégénéré, il faut alors diagonaliser la restriction de la matrice de W au sous —

1,0) et [1,—1) :

ho (0 1
w0 o

8

espace engendré par les vecteurs



Les valeurs propres et les vecteurs propres correspondants sont :

U ) @ e =-t2 =L
= |+>—\/§( 1,-1)) =T h ) \/5(

Les valeurs propres &, et & sont les corrections a ’ordre 1 a Pénergie : ¢, = E(()]Jr) €= E(()]_)

&

1.-1))

1,0) +

1,0) -

Le niveau fondamental dégénéré se divise en deux sous — niveaux d’énergies respectives :

ho ho

et E, =EV +¢ =-"2
V2 oo V2

By =E® 4o, -

Les vecteurs propres associés |+> et |—> sont les états propres a ’ordre zéro :

1

|+>=f(

D’ou la levée de la dégénérescence de ce niveau par la perturbation.

1,-1))

1,0) +

1,0) -

L-1) « =

b. Corrections a I’énergie propre du niveau excité :

1,1).

. ., , . 0 s s
Le niveau excité d’énergie Eil) = 2ah est non dégénérée, le vecteur propre correspondant est

* Au premier ordre de perturbation :

EQ =(L1w

1,1)=0
Donc, au premier ordre de perturbation, ce niveau n’est pas modifié.

* Ausecond ordre de perturbation :

1 2 2 1 ho\ | heo?
(2 _ — —
E® _E§?>—E5°)D<l’_l|w LI +[(10|w]|11) }_2“{0{\5) } »
Donc:
h 2
£y =t

Ainsi, au second ordre de perturbation, ’énergie du niveau excité est :

E = EO 4 EO 4 EO _ogp+ 1
+1 T 41 +1 4+ = <d +4_
a

c. Vecteur propre au premier ordre de perturbation :

)=l L1

= /4
0 0
-5

1,1)

1,-1)+(1,0

1,1)

1,0)]:%{0#@—“’
a

V2

1,0)}

Ainsi, au premier ordre de perturbation, le vecteur propre est :

(0]

2\/561

1,1) +

va)= 1,0)



Diagramme d’énergie :

E® =2an

+1 =

EP=EP =0

2ah

10




