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Question de cours (3 points) :

On considere une particule de masse M plongée dans un potentiel central V (r).

1. a. Ecrire, en coordonnées sphériques, 'équation de Schrédinger satisfaite par la fonction
d’onde w(r,6,¢) des états stationnaires d’énergie E.

On rappelle 'expression du Laplacien en coordonnées sphériques :

1 62 L2
Af==—">(r.f)———(f
rarz( ) hzrz( )

b. Dire pourquoi la fonction d’onde peut s’écrire sous la forme factorisée :
y(r.0,9) =R(r)0(6,9)

ou R(r) est la fonction d’onde radiale et ® (6,¢) sont des fonctions ne dépendant que de € et
@ . Définir les fonctions © (6, ¢) .

2. Pour une valeur de | fixée, donner I’équation différentielle satisfaite par R(r).
3. En posant y(r)=rR(r), montrer que 'on obtient une équation de Schrédinger a une

dimension d’une particule de masse M dans un potentiel effectif V|(r) que 'on déterminera.

Probleme (17 points) : Oscillateur harmonique plan perturbé

Soit Hy ’hamiltonien d’une particule de masse M, se déplacant dans le plan OXy :

2 2
:P—X+—y+1ma)2(x2 +Y?)
2m 2m 2

Ho
o étant la pulsation du mouvement.
Cette particule est soumise a 'effet d’une perturbation W donnée par 'expression :
W=Ama’XY

ou A est une constante positive inférieure a I'unité (4 <<1).

L’hamiltonien total de la particule s’écrit alors :
H=H,+W

1. Donner les valeurs propres de Hy, leur degré de dégénérescence, et les vecteurs propres

associés. On introduira les nombres quantiques n,, Ny, et N=n, +n,.



Reporter dans le tableau ci-dessous les énergies propres et les états propres pour le niveau

fondamental (N=0) et les deux premiers niveaux excités (N=1 et N=2).

n E@ n, n

(pr(,°)>:‘nx,ny> On

2. Ecrire I'expression de la perturbation W en fonction des opérateurs (ay , a,) et (ay ,a,).

mao i Mo i
a, = X+ P a, = Y + P
"\ 2 N Y N on  2mhew

3. Effet de la perturbation sur le niveau fondamental (n=0)

On donne :

a. Calculer la correction au premier ordre de perturbation a I’énergic ES.
b. Calculer la correction au deuxieme ordre de perturbation a I’énergie E®.

c. Calculer la correction au premier ordre de perturbation au vecteur propre ‘(pél)>.

4. Effet de la perturbation sur le premier niveau excité (n=1)

a. Déterminer la matrice représentant la restriction WY de la matrice de perturbation au

sous — espace propres associé a ce niveau ¢&.

b. Calculer :
i. La correction, au premier ordre de perturbation, a ’énergie de ce niveau.

ii. La correction, a 'ordre zéro de perturbation, au vecteur propre.

5. Effet de la perturbation sur le deuxiéme niveau excité (n=2)

a. Déterminer la matrice représentant la restriction W@ de la matrice de perturbation au

sous — espace propres associé a ce niveau &,.
b. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de cette matrice.
c. En déduire :
i. La correction, au premier ordre de perturbation, a I’énergie de ce niveau.
ii. La correction, a 'ordre zéro de perturbation, au vecteur propre.

6. Résumer sur un diagramme d’énergie, effet de la perturbation sur les trois niveaux

étudiés.
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Question de cours (3 points) :
1. Equation de Schrodinger, en coordonnées sphériques, satisfaite par la fonction d’onde w (r,6,¢)

des états stationnaires d’énergie E.

a. L’opérateur hamiltonien du systéme en coordonnées sphériques est :

2 2 2 2
H:—h—A+V(r):— f a—zr+ L .
2m 2mr or 2mr

+V (r)

L’équation de Schrédinger indépendante du temps satisfaite par les états stationnaires du systeme

w(r,0,p) est:

2 2 2
{ AT 7 V(N |y (r.0,0)=Ey(r.0,9) ()

2mror?  2mr

b. Factorisation de la fonction d’onde :

Ona:
hZ 82 2
=— —r+V(r)+
2mr or? ") mr?
Hl’

. 2 . . . .
Les opérateurs L° et L, qui n’agissent que sur les variables angulaires Q= (6,¢), commutent avec

Popérateur H, et par suite avec H :
[H,*]=[H,L]=0

Par conséquent, 'ensemble {H , L2 L, } est un ECOC dans P’espace des états du systeme & =
& ® &q. Par conséquent, on impose aux fonctions propres W (r,8,9) de I’hamiltonien H d’étre

aussi fonctions propres de L2 et L, :

Huy(r,0,p)=Ew(r,0,p)

L2 w(r,0,0) = h*1(1+1) w(r,0,9)

L, w(r.0,0) =mhy(r,0,)
Pour cela, on factorise les fonctions propres y(r,8,9) sous la forme :
y(r.0,0) =R(NY,"(0.9)

ou R(r) est la fonction d’onde radiale et Y,"(0,¢) sont les harmoniques sphériques, états

<12
propres communs a L” et L,.



2. 1’équation différentielle satisfaite par la fonction radiale R(r):

[’équation de Schrodinger (*) décrivant évolution de I'état stationnaire s’écrit alors :

{ h2 82 L2

amr o1 r+ p—— +V(r)} R(NY,"(0,9) =E R(r)Y,"(8,9)

Pour | fixé, on a:

2 2
= ROV (0.0 =" 0

R(NY,"(0.9)

Donc:

2 2 2
{—anr Sore 0 V(r)} RV (6.9) = E ROY"(0.9)

En divisant par Y," (6, ) on obtient 'équation différenticlle satisfaite par la fonction radiale R(r):

2 2
© O (rR())+ (” 'r(r::l)meR(r) E R(r)

2mr or?

3. Onpose: y(r)=rR(r) = R(r)= @, donc :

W d() [h2|<l+1> V(r)];c(r) y10)
r

2mr dr? 2mr? r

En multipliant cette équation par I', on obtient :

7 dPy(r) (RA1(+1)
“om dr? [2mr +V(r)]z(r) E x(r)

Vi (r)

D’ou P’équation de Schrodinger d’un systéme unidimensionnel, d’état propre y (r), plongé dans le

potentiel V|(r) :

R 1(l +1)

D | 22O vmrm=er0) | e | Y= V()

2m dr

Probleme (18 points) : Oscillateur harmonique plan perturbé

1. Energie propres Eéo) et états propres de ’hamiltonien non perturbé Hj:

Ona
Ho = ;;+;i+2ma) (X +Y) ( 2+ mw2X2J+(2y2+%ma)ZY2J=I-|X+I-|y
Hy Hy
ou:
Hy=H,®I, , H,=L,®H



H, et H, sont les observables hamiltoniens relatifs a la direction X et Y, respectivement. Leurs

équations aux valeurs propres s’écrivent :

1
H,|n,) = Enx|nx> :ha)(nx+§)|nx> , N eN

Hylny) =€, [n,) =k, +Dln,) e

~

Les observables Hy, Hy et H, commutent deux a deux ; ils possédent alors un systeme de vecteurs

propres communs. Ces vecteurs sont donnés par le produit tensoriel des vecteurs propres de H, et de

Hy:

n)=In)® n,) =[n)|n,) =[n,on,)

Les énergies propres de Ho sont :

E =E, +E, =ho(n+n,+1)

Soit en posant N=N, +Ny :

EQ = io(n +1) . neN

Le degté de dégénérescence d’un niveau d’énergie Nest g, =n+1.

Tableau récapitulatif

n Ey) Ny ny (p,§°)>:‘nx,ny> 9y
0 hao 0 0 0,0) 1
1 0 11,0)
@ 1 2hao 2
0 1 0,2)
2 0 2,0)
2 Shw 3
1 1 11,2)
0 2 0,2)

2. Expressions de la perturbation W en fonction des opérateurs (a, ,a,) et (a; ,a,) :

L’expression de la perturbation W est :

W=Ama?XY ; (A<<1)



Comme les opérateurs de position et d’impulsion s’expriment en fonction des opérateurs de création et

d’annihilation (a, , &) et (@y , a,) propres a chaque dimension sous la forme :

h + h +
= | (a; +a t Y=|—(a; +a
2ma)( Ta) e me( y y)

W= Amae?XY :ﬂmwzﬁ(a;+ax)(a;+ay)

alors :

Donc:

W:%Aha)(a2+ax)(a;+ay)

3. Effet de la perturbation sur le niveau fondamental (n=0)

Le niveau fondamental (N =0) n’est pas dégénéré :
EP =m0 |o”)=|00)=|0)®0)

a. Correction, au premier ordre de perturbation, de I’énergie Eél) :

£ = (00[W[0,0)

ha)<

ESY = Amw?(0[X |0)0]Y |0) = 0|(a; +a,)|0)(0|(a; +a,)|0)=0

La correction a I’énergie au premier ordre est nulle :

EQ =0

b. Correction, au deuxiéme ordre de perturbation, de ’énergie Eéz)

Ec()z): Z ‘<nx,ny‘W|O,O>‘2

0 0
n=ny+ny =0 E(g ) - Eé )

Calculons I’élément de matrice <nx, ny ‘W |0,0> :

ha)<

<nx,ny‘W|0,0>= | @ +a,)[0) < y‘(<’;1;+ay)|0>

=222

(n,[a;10)+(n,[a,[0)][(n, |ay |0} + (n, |a, |0}

_ﬁh—“’< nJL) +o][ (ny[2) +o]

Donc:

1
(n,n,[W10,0) = SAhO 8,16,

2 12 . . .
Dans la somme donnant E(() ), le seul élément de matrice non nul est celui correspondant a

ng=letn, =1, cest-a-direa Nn=2:



<1,1|W|0,0>=%/1ha)

La correction a I’énergie au deuxieéme ordre est :

e@=Lnze 1|1, 2[ : j
° 4 EQO-EQ® ) 4 heo—3ho
Soit :

@ EP :—%izha)

I’énergie du niveau fondamental corrigé au deuxiéme ordre de perturbation est donc :

2
E,~EP+EP+EP = Ey= ha{l—%}

c. Correction au premier ordre de perturbation au vecteur propre | ‘ (1)> :

n,,n,|W|0,0
)= 3 MO )

n=ny+ny =0

Comme <nx,ny‘W|0,0>:%ﬂha)§ 8y, 1, donc :

@ X yl 3
@ ‘ > 2 (nnxg;‘]yio EéO) E(O) >} 2 E((,O) (o) | >

=1mo[ L j|11> L)
2 ho—3ho 4

D’ou le vecteur d’état au premier ordre de perturbation :
1
wh=[e)ofa?) = lo)=l00)-Eal1a)

4. Effet de la perturbation sur le premier niveau excité (n=1)
Le premier niveau excité d’énergie Ei(o) =2h® , est doublement dégénéré. Soit &, = {| 1,0> , | 0,1>} le
sous espace propre associé a ce niveau.

a. La matrice représentant la restriction de W au sous — espace propres &, est :

O (1,0W|1,0) (1,0(w|0,1)
=(<o,1|w|1,o> <o,1|w|o,1>]

W|1,0>=/1h7w[(a;+ax)|1>]®[(a;+ay)|0>]=/1h7a)|0>|1>=%}tha)|0,1>
W |0,1)=2 [(a +a)|0)®a; +a,)|1) ]—/L—|1>|O>—%lha)|l,0>

Dong, les seuls éléments de matrice non nuls sont :



(0,1W[1,0) =(1,0W|0,1) = %ﬁha}

D’ou la restriction de la matrice d’interaction dans &, = { | 1, 0> , | 0,1>} :

0 1
© wo =1 h0
27"\1 0

Les valeurs propres et les vecteurs propres de cette matrice sont :

f=Siho = |g+>=%®=%[|1,o>+|0,1>]

1

e =——Ahow = |gf>: 1
2

Bl plror-loa)]

b. i. Correction, au premier ordre de perturbation, a I’énergie :

1 . . .
Les valeurs propres &, :iilha) représentent les corrections au premier ordre de perturbation, a

I’énergie :

1 1
e = e, =2 Aho t el =5 =~ iho

Dong, ce niveau d’énergie se divise en deux sous — niveaux d’énergies respectives :

E1+:2ha)+%lha) : El_:2ha)—%ﬂha)

Le terme d’interaction a levé la dégénérescence du premier niveau excité.

ii. Le vecteur d’état a ’ordre zéro de perturbation est :

1
A Ténergie B, =2ho+ Elha) est associé le vecteur propre :

%) =[12.0)+]0.)]

1
A Ténergie Ei_ =2ho— Eﬂha) est associé le vecteur propre :

o) =[]1.0)-|0.)]

5. Effet de la perturbation sur le deuxiéme niveau excité (N =2)

Ce niveau d’énergie Eéo) =3hw, est trois fois dégénéré et de wvecteurs propres :

| 2, 0> , | 1,1> et | 0,2 > . Soit &, le sous espace propre associé a ce niveau d’énergie :

&=1{2,0),/1,1),]0,2)}.



a. La matrice représentant la restriction de W au sous — espace propres &, est :
<2,0|W|2,0> <2,0|W|1,1> <2,0|W|O,2>
w®=| (1,1w]2,0) (LIW[L1) (1,1w][0,2)
(0,2w|2,0) (0,2w1,1) (0,2W|0,2)

W2,0)=2"2[(@; +a,)| 2)}0[a; +a,)[ 0)]

=ﬂ7”[a+| >+a|z>]®!ay|o>+ay|o>}1_f|1>®|1> ““’|11>

=0

W|1,1)= Ah—“’ [(a; +a|1)]®[@: +a,)[1)]

"""[a 1)+, |1)|@[ar] 1)+, 1)]= h“’[ﬂz )+[0)e[v2] 2)+|0)]

_Ahow

—W[|2'0>+|0’2>]

w0.2)=2"2[a; +a)] 0)]e[a; +a)[ 2)]

ﬂ—“’{ 110)+a,/0)
2 —

=0

®[a;|z>+ay|z>]ﬂ7“’ﬁ|1>®|1> ”’“’|11>

=0

Dong, les seuls éléments de matrice non nuls sont :

<1,1|W|2,0>=<2,0|W|1,1>=<O,2|W|1,1>=<1,1|W|0,2>=%
D’ou la matrice représentantW(z) dans &,= {| 2,0> , | 1,1> , | 0,2 >} :
010
@ W(Z)zmT“’ 101
2 010

b. Les valeurs propres et les vecteurs propres de cette matrice :

-x 1 0
1 —-x 1(=0 = x(x*-2)=0
1 -

= x=+2 , Xx=0 , X=—/2

Les valeurs propres de la matrice d’interaction sont alors :

e, =Ahow , =0, ¢ =-lho

10



* Vecteurs propres de w® .
- La valeur propre &, = Aho :

On cherche le vecteur |6‘+> = |2,0> + [ |1,1>+}/ |0,2> tel que :

Wle,)=¢.|¢,) et (e,]6,)=|a[ +| B} +| [} =1
0 1 0)\(a B e
Wle)=¢,le,) = ﬂﬁ 10 1|8 :MWO) a+y|=Aho|B| = a:y:%
La relation d’orthonormalisation devient :
2 2 2 _ 2 _ _1 _ Lo 5 1 e
[l +|A[+]7r[ =1 = 4ol =1 = [a|=3 = a=y=3e". p="e
. 1 1
e'’ 1
® )= |2 = Je)=L|v2
1 1

car un vecteur d’état est défini a un facteur de phase €'’ de module égal a 1 pres.

- La valeur propre &, =0 :
On cherche le vecteur |80> =a |Ul> +p |u1> +y |U1> tel que :
Wleg)=0 et (soleo) =|a [ +| B +|7[ =1

01 0\« B 0

W(g)=0 = M%) 10 1|5 =’1%“’ a+y|=0| = {“:7
01 0/ly B 0 p=
La relation d’orthonormalisation devient :
af 4P 4y =1 = 2 =1 = |al- = a=-y-e"
. 1 1
® 1
EY A o = &) A o

car un vecteur d’état est défini a un facteur de phase €'’ de module égal a 1 pres.

- La valeur propre & =—Ahw :
De la méme facon, on calcule le vecteur propre associé a la valeur propre & =—Aho:
L 1
@ ley=2| -2
2
1

11



c. i. Corrections, au premier ordre de perturbation, a ’énergie :
Les corrections, au premier ordre de perturbation, au deuxiéme niveau excité de Hy sont données par

les valeurs propres de W@ Ainsi, sous Peffet de la perturbation, le deuxiéme niveau excité (triplement

dégénéré) de H se divise en trois sous-niveaux d’énergies suivantes :
E,, =G+Dho ; Ey=3io  E,=@B-Aho
La dégénérescence du deuxiéme niveau excité de Hy a été totalement levée.

ii. Corrections, a ’ordre zéro de perturbation, au vecteur d’état :

Les vecteurs d’état, a 'ordre zéro de perturbation, sont donnés par les vecteurs propres de la matrice

deW®:
= Le vecteur propre associé a énergie E, , =(3+A)hw est ‘(p£01>=| &, >

» Le vecteur propre associé a I'énergic E, ; =3him est ‘(pgo(])>=| & >

= Le vecteur propre associé a énergie E, = (3—A)hw est: ‘(p£01>=| £ >

6. Diagramme d’énergie :

Energie
3+ A)h
i iso LI POY
n=2 e _______ 3ho %)
20)11) 02) e
8o )
2+ A12)h
@ 2hw ,———”"( A0 (01['0+]>
n=1
11,0),/0,1) e (2-212)hw (01[9_]>
=0 hao .
0,0) T Q- Ao

Ho H=H,+W

12
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Probléme I (12 points) : Un moment cinétique | =1 dans un champ électrique

On considere un systeme physique de moment cinétique orbital L caractérisé par le
nombre quantique | =1. I’espace des états de ce systéme est rapporté a la base constituée par

<2
les vecteurs propres |I,m> communs a L et L,.

En présence d’un champ électrique extérieur, ’hamiltonien du systeme s’écrit :
@ .2 2
H= E (L - Ly)

ou L, et L, sont les composantes du moment cinétique L selon les deux directions OX et Oy

respectivement et @ une constante réelle positive.

1. a. Quelles sont les valeurs possibles du nombre quantique azimutal m ? Ecrire les vecteurs

de 1a base {||, m>} ou les vecteurs ||,m>sont a classer par ordre décroissant du nombre
quantique M.

b. Ecrire les matrices représentant L, et L_ dans la base {|I,m>}.
c. En déduire les matrices représentant L, et Ly dans la base {||, m>}
d. En déduire la matrice représentant H dans la base {| I, m>}
2. a. Déterminer les énergies propres E; (1=1,2,3;E, > E, > E;) du systéme.
b. Déterminer les états propres |¢,> associés aux énetgies propres E;.

3. Alinstant t=0, le systeme est dans I’état :
lw(0))=[1.1)
Quel est le vecteur d’état |l//(t)> alinstant t >0 ?
4. a. Calculer les valeurs moyennes < L, >t, < L, >t et < L, >t dans I’état |l//(t)>
b. Donner 'expression du vecteur <|:>(t) a linstant t. Quel est alors le mouvement

effectué par le vecteur < L >(t) sous leffet du champ électrique ?

13



Probléme II (8 points) : Addition de deux moments cinétiques

Considérons un moment cinétique orbital L et un moment cinétique de spin S de

. . 3 " .
nombres quantiques respectifs | =1 et s =5 On désigne par &) et & les espaces des états

associés a chacun des moments cinétiques.

Les ensembles { L2, L, } et { s?, S, } forment des ECOC dans &) et & respectivement, et
I'on désignera par {| =1, m, >®| s=3/2, ms>}, que l'on notera simplement {| m, ms> }, la
base découplée de espace des états € =é&) @ &5 formée par les vecteurs propres communs aux

observables L?,S?,L, et S,.

L4

Le moment cinétique total J = L + S est caractérisé pat les nombres quantiques J et M. On
désignera par {| l,s,J,M >} que l'on notera simplement {| J, M >} la base couplée formée

par les vecteurs propres communs aux observables L%, 8%, 3% et J .

1. Préciser les espaces des états &) = {| l m, >} et & = {| S, ms>} : quels sont leurs vecteurs de
base et leurs dimensions ?

2. Quelle est la dimension de P'espace des états € =& ® & ? Donner les vecteurs de la base
découplée {| m,, ms> }

3. Quelles sont les valeurs possibles prises par les nombres quantiques J et M ? Donner les
vecteurs de la base couplée {| J, M > }

4. Dans le plan (M, M,), reporter les différentes valeurs de M, et Mg, tracer les lignes

M =constante et déduire le degré de dégénérescence des valeurs de M.

5. En utilisant la table des coefficients de Clebsch — Gordan (ci-jointe sur la page 3),
donner les expressions des vecteurs | J, |\/|> en fonction des vecteurs | m,, ms>.

14



Table des coefficients de Clebsch — Gordan de ’addition des moments

cinétiques | =1 et S = 5

3 5/2
1x —
2 5/2
5/2 3/2
32| 1 g2 32
0 3/2 |2/5 3/5 5/2 3/2 1/2
1 1/2 |3/5 =2/5( 1/2 1/2 1/2
-1 3/2 |1/10 2/15 1/2
0 1/2 3/5 1/15 -1/3| 5/2 3/2  1/2
1 -1/2 |3/10 -8/15 1/6 | -1/2 -1/2 -1/2
-1 1/2 | 3/10 8/15 1/6
0 -1/2 | 3/5 -1/15 -1/3 | 5/2 3/2
1 -3/2 1710 -2/5 1/2 |[_3/2 _—3/2
0 -3/2|2/5 -3/5] 5/2
1 -—12|35 2/5 |-5/2
-1 -3/2| 1
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Probléeme I (12 points) : Un moment cinétique | =1 dans un champ électrique
L’hamiltonien du systeme en présence du champ électrique est :
H= %(Lﬁ -12)
1. a. Les valeurs possibles de m :

On al =1, alors les valeurs possibles du nombre quantique azimutal m sont +1,0 et —1. Les vecteurs

de la base {|I,m>} sont :

{L.1),[1.0),[1.-1)}

b. Matrices représentant L, et L_ dans la base |11 1 O |1 1
L, |1l

L, |l,m)=7 /101 +2) —m(m+1)[1,m +1) L, [1,0) h\/_|l 1)

L, [1,-1) =nv/2 [1,0)

Dong, les seuls de matrice non nuls sont :

(1,0|L, [1-1) = (1,1|L, |1, 0) =A~/2

La matrice représentant L, dans la base {|1 1 |1 0 |1 -1 } est par conséquent :

10
L—h\/_ 0 1
000

De méme, la matrice représentant L_ dans la base |1 1>, |l,0 |1 l est donnée par :

0 0O

L =av2[1 0 0

010

c. Matrices représentant L, et L, dans la base {|1 1 |1 O> |1 1>}

Ona:
L+=LX+iLy
L7=LX—iLy

1 L, -L
} = L=s(L+l) o L="r

Donc, les matrices représentant L, et L, sont:
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0 -1 0

y:%lo—l

0 1 O

h
L=7

d. La matrice représentant H dans la base {|1,1>, |1,0>, |1,—1>} :

o o
=
o O
—

1 01 1 0 -1
n ) K
=—|0 20 , L=-|0 20
2 2
1 01 -1 0 1
Donc:
0 01
H=hw|0 0 O
1 00
2. a. Les énergies propres E; de H:
-4 0 Iho
-4 0 0 1o 3 2
0 -4 0|=0 = -4 —hw =L -A(hw) =0
0 -2 -4 0
ho 0 -4

Donc, le polynome caractéristique est :

A(A-hw)(A+hw)=0

D’ou les énetgies propres de H :

E-ho ; E=0 ; E,-—ho

b. Les états propres |¢|> :

* Le vecteur propre |¢1> associé a la valeur propre E, =h1i® :
On cherche |¢l> = |1,1>+ﬂ |1,0>+7 |l,—1> tel que :

H|¢) =nhold) )
(la)=|al + 8] +|r =1 )

0 0 1\« 4 a
@ H|¢l>=hw|¢l> = hw|0 0 0| f|=hw|0 |=ho|p| = a=y , =0
1 0 O\y a ¥

En remplacons ces paramétres dans ’équation (2), on obtient :

i9 _
2) = 2af=1 = 0{2}/=e—=i : en prenant le facteur de phase €'? =1,
2 2 P P

Par conséquent, le vecteur propre |¢1 est:

© ) =5 L)+ 1L-1)
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» Le vecteur propre |¢,) associé 2 la valeur propre E, =0 :

On cherche |¢,) =a [1,1)+ B[1,0)+ 7 [1,—1) tel que:
H1d,)=0l¢h) M
(bolt)=|al+|pF+rF=1 @

(04

Q) H|g)=0j4) = o

= O O

4
En remplacons ces paramétres dans ’équation (2), on obtient :
2 = |,B |2 =1 = p=¢Y=1,ouona ptis le facteur de phase égal a 1.

Par conséquent, le vecteur propre |¢2> est:

@ |¢2>=|1'0>

* Le vecteur propre |¢3> associé a la valeur propre E; = -7 :

On cherche |¢3> =a |1,1>+,B |1,0>+}/ |1,—1> tel que :

H|gy) = 1ol i) N
(¢l ) =| e +| B +|7[" =1 (2)
0 0 1\« 4 o
D) H|g)=-holg) = hw|0 0 0| B|=hw|0|=-ho|p| = a=-y ,
1 0 O)\y a y

En remplacons ces paramétres dans ’équation (2), on obtient :

1

(¢

01 7\ (0
0 0| gl=tw|0|=|0] = a=y=0, B=0
00 a) (0

(2 = 2| a|2 =1 = a=—-y= ﬁ = % : en prenant le facteur de phase e’ =1.

Par conséquent, le vecteur propre |¢53> est:

® ) =5 12)- = [1-1)

Tableau récapitulatif :

E [4)
E, = ho ) =% |1,1>+%|1,_1>
E,=0 4,)=|1,0)
E; =-ho ) =5 [12)- = [1.-1)
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3. APlinstant t =0, le systéme est dans P’état :
v (©)=[1.1)

Le vecteur d’état |l//(t)> alinstant t >0 :

D’apres le postulat de Pévolution, le vecteur d’état [y/(t)) est donné par :

®)=UEO)y(©@)=¢ " [L1)

Comme le vecteur |1,1> n’est pas un état propre de H, il faut commencer par exprimer |l//(0)> dans la

base des vecteurs propres de H.

On constate que :
1 1
) +l) =2 [L1) = (@) =[L1)=—|h)+lds)

Par conséquent :

1 —iot 1 it
() =) + e |)

Dans la base {|1,1),[1,0),]1,-1)} :
Oy =2 1)+ -1 ] e L)~ 1.-1)]
— e )= 2t -ett-1) = cos(on L) -isin(ot 1,-1)

Donc:

@ |y (1)) = cos(et) |1,1) —isin(wt) [ 1,-1)

4. a. Calcul des valeurs moyennes < L, >t , < L, >t et < L, >t alinstantt:

* Valeur moyenne < L, >t :

Ona: < L, >t = <l//(t) |LX|I//(I)>, donc :

0 1 0)( cos(wt)
<LX>t=%(COS(0)t) 0 isin(wt))|{1 0 1 0
2 0 1 0)|-isin(wt)
0
:#(cos(a)t) 0 isin(wt)) cos(wt)—isin(wt) =0
0

Donc:

© (L)~

*  Valeur moyenne < L, >t :

Ona: < L, >t = <l//(t) |Ly |l//(t)>, donc :

Donc:
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0 -1 0 cos(wt)

<Ly >t:iTh(C05(0)t) 0 isin(wt))|1 0 -1 0
2 0 1 0)\-isin(wt)
0
=¥(C°S(wt) 0 isin(wt))| cos(wt) +isin(wt) |=0
0

Donc:

@ <Ly>t:0

= Valeur moyenne < L, >t :

Ona: < L, >t = <l//(t) |Lz|l//(t)>, donc :

1 0 O cos(wt)

(L, ), =h(cos(wt) 0 isin(wt))|0 0 0 0
0 0 -1){-isin(wt)
cos(wt)
~h(cos(wt) 0 isin(@t)] 0 |=n[cost(wt)-sin®(at) ]
isin(wt)

Donc:

@ (L, ), =hcos(2wt)

b. Expression du vecteur < L >(t) :

(D) =(L) & +(L, ) & +(L,) &

Donc:

(L)) =hcos(2ot)&, | avec (L) =ncos(2et)

* Mouvement effectué par < L > t):

Sous leffet du champ électrique, le vecteur moment cinétique en moyenne, < L >t , varie

en module mais garde une direction fixe (celle de I'axe O2) : le vecteur < |:>t oscille en

permanence le long de 'axe (0z) a la fréquence @
T
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Probléme II (8 points) :

1. Espaces des états :

* =1 = m=1,0,-1,donc:

& ={|1,1),]1,0),]1,-1)} et dim (&)=3.
3 31 1 3
"S=— = M=—,—,——,——,donc:
2 2'2" 2" 2

o={122) 222222 ameer-s
2 2 2 2 2 2 2 2

2. L’espace des états € =& ® & est donc de dimension 12, et est rapporté a la base découplée :

@ Ammi={fusfs3). fo.23): fo.x3) 1) a3

—

3. Le moment cinétique total J =L +S est caractérisé par les nombres quantiques J et M.
Les valeurs possibles prises par les nombres J et M :

Les deux regles de sélection établies par la théorie d’addition des moments cinétiques sont :

e |I-s|<d<l+s = 1-3l<y<1e2 o 922 308
2 2 2 2 2
e —J<M<] N ¥ 1P S-S VI I S
2 2 2 2 2
Ce qui implique les différentes valeurs prises par J et M :
J M |~],M> Sous - espaces
E i§,i§,i1 E,iE ,E,iE ’E,ii & J=§
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
E ig,il §,i§ ,§,i£ & J:§
2 22 2'72/'2' 72 2
_ il l’il & \]:1
2 2 2 2

. <12
D’ou la base de vecteurs propres communs a J© et J,:

= {fp3) 222)

N |-
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4. Degré de dégénérescence des différentes valeurs de M :

@

M=-1/2

(1,-3/2) (1,-1/2)

m,

M =3/2

(1,1/2) (1,3/2)

~ e
~ ~

(0,-B/2)-. O-1/2200  (0,/1/2) (0,B/2)
M =-5/2 L
4
(-1,-3/2) (-1,-1/2) (-1,1/2) (-1,3/2)
M =-3/2 M =1/2
M Dégénérescence
M=t 1
® 2
M =+ 2
2
M :J_rl 3
2

5. Expressions des vecteurs | J, |\/|> en fonction des vecteurs | m,, ms> :

N. B. : 0,25 points par vecteur

a. Le sous-espace ¢ [J :Ej :

@

5

Il
H
N W
' =

N|I—‘ Nlw N o

\/\/\/

I

I~

o

N | W
Nlw

+

%

Nlo1T Do I\JlU‘I NloT Do
N|Ww N

22

= I~ I
1l &‘
'_\
o|"‘
gl =
| m_
|_\
PoNlw
\/
\/
T &l
ol w &l—
o] o
| -
o N
- "l \/
N~ N
\/ﬁ
ﬁ—'_‘
- |
N |-
| \/
|
D




b. Le sous -espace & (J =

)
"
T

. %—EH%\ e
2324
¢ Lesous sspce (3-1).

‘1_
21

‘13
2' 2

R RERI
- -3
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Questions de cours (8 points) : Factorisation des harmoniques sphériques

Les harmoniques sphériques Y,"(6,¢) = < 0,¢p | I,m> sont les fonctions propres communes
aux observables L et L, ; | et m sont les nombres quantiques associés au moment cinétique

otbital.

1. Montrer que Y,"(8,¢) s’écrit sous la forme :
Ylm(ev(/’) = Fl,m(e)Gm((D)
Donner I'expression de la fonction G, (@) et les valeurs prises par le nombre quantique m.
2. On considere le cas ou m=1 ; montrer que :
R (0)=C, (sing)'
ou C, est une constante.
3. Indiquer, sans détailler les calculs, comment obtenir Y," (6, ) 2 pattir de Y,' 6,9).
4. Déterminer les expressions des harmoniques sphériques dans le cas ou | =2 :
Y2(0.9) .« 200) . Y0.0) . Y00 . Y609

Formulaire :

c :(—Il)' (21 +1)!
2'1 Ar

L, =—ih.— ; L, =+he"" iJ_ricotgé?.i ;
: 00 ey

Probléme (12 points) : Un moment cinétique | =1 dans un champ magnétique

On considére un systéme quantique de moment cinétique orbital L caractérisé par le

nombre quantique | =1. Le sous-espace 2 trois dimensions associé &) est rapporté a la base

{|| =1 m>} , ou les vecteurs |I,m> sont classés par ordre décroissant du nombre quantique M.

L’hamiltonien Hjdu systeme est :
2
Ho=a|lL,+-L;
0 z A z
ou a est une constante positive, ayant la dimension d’une pulsation.
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1. Niveaux d’énergie de H; : Quels sont les énergies propres ErE]O) de Hy? Préciser leur degré

de dégénérescence et les vecteurs propres |1, m) associés.

2. On applique un champ magnétique statique B paralléle 4 I’axe OX (B =B.€,). L’interaction
du champ B avec le moment magnétique du systtme M =y, L (y_ est le rapport
gyromagnétique orbital, supposé négatif) est décrite par ’hamiltonien :

W=-B.M,

On notera @ = —y, B la pulsation de Larmor et 'on suppose que @ << a.

’hamiltonien total du systeme est alors :

H=Hy+W

a. Donner l'expression de I’hamiltonien d’interaction W en fonction des opérateurs
L., L et des données du probleme.

b. Ecrire la matrice représentant W dans la base {| [, m>}

3. Calculer, au premier ordre puis au second ordre de perturbation, les énergies propres, et
au premier ordre de perturbation, les vecteurs propres pour les trois niveaux d’énergie de

I’hamiltonien total H :
a. Niveau fondamental ;
b. 1¢ niveau excité ;

C. 2¢me niveau excité.
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UNIVERSITE IBN ZOHR Année universitaire 2018 - 2019
FACULTE DES SCIENCES Session normale — 17 Décembre 2018
AGADIR Pr. NASSIK

Examen de Mécanique Quantique 2 — SMP5

Corrigé
Questions de cours (8 points) : Factorisation des harmoniques sphériques

1. Montrons que Y," (0, ¢) s’écrit sous la forme : Y," (0,¢) = F, ,(0)G,, ()

= Ona:

h o 0 .
LzYlm(g’(ﬁ)=T%Y|m(91¢)=th|m(91(ﬂ) = aYlm(Q,(p)=le|m(0,(p)

Les solutions de cette équation sont de la forme :

@ Ylm(H!(D): F|‘m(9)eim§0 = Gm((p):eim‘ﬂ

* Comme 0< @ <27 etla fonction d’onde doit étre continue en tout point, on a alors :
Y,"(0,p=0)=Y,"(0,p=27) = '™ =1

Ce qui implique que M ne peut prendre que des valeurs entieres :

m=0,+1,+2,+3, .-

2. On considere le cas m=1, montrons que : F,(8)=C, (sing)’

= Ona:
LIL)=0 = (0p[L|L1)=0 = LY'(0.9)=0
Or:
L, =he' i+icotg¢9.i
00 op
Donc:
. dF,(0) . .
2 Licotgs. 2 F,(0)e"? =0 ﬁ.e"w—l.cotge.ﬁ|(6?)e"<":0
00 op) " do '
dR (@ [
"'():I.cotge.dezlm = LnF,(8)=1Ln(sing) = Ln(sing)
F.(0) sing ’

= F,(0) =¢ (sing)

D’ou:

@ Y!'(6,9) =C, (sing)' e''?

ou C, est une constante.
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3. Comment obtenir Y," (0, ) a partir de Y,I 0,p) ?

Y,"(6,9) s'obtient par applications successives de Popérateurs L_ sur Y, (6,¢) . En cffet :

LY @9 aY 0.9) = LY @9 aY PO ; p=1,2,3,-
Dong, pour obtenir Y,"(8,9), il fautque | -p=m = p=l-m.

Ainsi, Y,"(6,9) s’obtient en appliquant (I —m) fois Popérateur L_ sur Y|I 6,9) .

4. Exptressions des harmoniques sphériques pour | =2 :

- Y22(9: Q)
Ona:
Y2(0,p) =C, sin?0.e4?

o, [15
32
Donc:
15 . ;
@ Y7 (0,9) = |——— sin*0.e’*
5 (0,9) 327

= Y;(0,0) :

On a d’une part :

L |2,2)=2n]21) = LY/ (0.0)=21Y;(0,0)

D’autre part :

L YZ(6,0)=— /3175 he‘”"(a—ae—icotg@.aij sin?0.e%¢
4 Q

21 Y0,p)=— 15 he‘“"(ZcosH.sin0+200tg€.sin2H)eZ"/’ — 4 |22 ncososing.e'
32 2r
D'ou:
@ Y1(6,9) = - /E cosd.sing.e'?
87
- Y20(9,¢7) :

On a d’une part :

L |2,1)=7+6|2,0) = L Y;}(6,9)=h+6Y.(0,0)

D’autre part :
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L Y, (0,p) = /81—5 he‘“"(%—icotg@.ai] cosé.sind.e'?
4 @

n 6 YX(0,0)= /;—5 he‘”"(—sinz6?+cos2 49+cotg¢9.cos€.sin9)ei"’
V4

= 12 (Csin? g+ cos?01cos’0)= |2 1 (Bcos?o-1)
8 8
D'ou:
5
Y2(0,0)= |— (3cos? 9 -1
©, 20.9)= |2 )
- Yz_l(e,(ﬁ):

On a d’une part :

L |2,0)=7+6]2,-1) = L_Y2(0,0)=h+6Y,(0,0)
D’autre part :

L_Y,(6,p) =— % he‘i‘/’[%—icotge.%j (30052 0—1)

n 6 Y, 1(6,0)=— /% he'?(—-6cosé.sind)

@ Y, (0,9) = /g cosd.sing.e™'?

D'ou:

= Y2 (6,0)
On a d’une part :

L |2,-1)=2/]2,-2) = L_Y,;'(0,90)=20Y;%(0,9)

D’autre part :

L Y{l(ﬁ, Q)=— ;—5 hei‘”(%— i cotge.aij cosé.sing.e”?
4 4
15

21 Y, %(0,0)=— h e““’(—sin2 6 +cos” @ —cotgd.cosh.sin 9) e

T

@ Y, %(0,9) = /% sin?9.e72'¢

D'ow:

28



Probléme (12 points) : Un moment cinétique | =1 dans un champ magnétique

On al =1, alors les valeurs possibles du nombre quantique azimutal M sont +1,0 et —1. Les vecteurs
de la base {|I,m>} sont :

1.1).[1.0), jt.-1)}
1. Niveaux d’énergie de H, :
Ho [1,m) =(a L, +%L§) |1,m)=am(@+2m)#[1,m)

Donc:

Ho [1,2)=3an |1, 1)

300
Ho |1, 0)=0 = Hy=an|0 0 0
00 1

Ho [1,-1)=an|1, -1)

Les niveaux d’énergie de H (hamiltonien non perturbé) sont donc non dégénérés :

Niveau d’énergie de H,, Energie propre E,%O) Ket propre | 1,m >
Niveau fondamental E? =0 11,0)

1* niveau excité EQ -an | 1,—1>

2™ piveau excité EQ =3an | 1,1>

2. a. Hamiltonien d’interaction du champ B avec le moment magnétique du systéme :

W =-B.M, =-By, L& =ol,

L, =L +iL
{* S :LX:%(L++L_)

L =L, -iL,

Donc:

@ W:a)LX:%(L++L_)

b. Matrice de W dans la base {|1,1>, |1,0>, |1,—1>} :

ho
J2

Dong, les seuls éléments de matrice non nuls sont :

W|1,+1>=%’ Loy ; WLo)="2 [L+D+L-0] w|1,—1>=%’ L, 0)

<1, O|W |1,+1> = <1,+1|W |1, 0> =<1,—1| w |1, O> = <1, 0| W |]_, _1> ZhT;)
D’ou la matrice de W dans la base {|1,1>, |1,0>, |1,—1>} .
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o O
=
o O

® =

3. Correction aux énergies propres et aux vecteurs propres de H :
a. Niveau fondamental :

i. Correction au 1* ordre de perturbation a I’énergie :

E® =(1,0W|[1,0)=0

ii. Correction au 2™ ordre de perturbation a I’énergie :

e -y (LmWLOF o+awisof {1 —1wof

= +
E(O) E(O) E(go) _ ES) Eéo) _ Eg)

m=0

ha)

(1,+1W|1,0)=(1,-1W [1,0)= EQ=0 , EQ=an e E9=3an

2 2 2
— Eéz):ha) (_i_i):_Zhw
2 3ai an 3a

Ainsi, au second ordre de perturbation, I’énergie du niveau fondamental est :

2hw®
3a

EO=_

iii. Correction au 1* ordre de perturbation au vecteur propre :

Vo) = |10>+Z:<1m|w|1o>|1 m)= |1’0>+<1,1|W|1,0>|1,1>+<1 1|W|1o>|1 =

EO EQ_gO EQ _EO

® = | om0 % (e p-n)

b. 1 niveau excité :

i. Correction au 1* ordre de perturbation a I’énergie :

EQ = (1,-1W[1,-1)=0

ii. Correction au 2™ ordre de perturbation a I’énergie :

co -y MmWi—df juowis, -1 |oawp,—1f

0 0 0 0 0 0
= E( ) E( ) EEl) _ E(() ) EEl) _ EJEl)

(LOWIL-1)= Liwj-n=0, E” =0 , ED=an e« EJ =3an

ho
V2
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2 2 2
- E@:h_a’(iw):h”
2 \an 2a

Ainsi, au second ordre de perturbation, I’énergie du 1 niveau excité est:

2
E, —an+

iii. Correction au 1* ordre de perturbation au vecteur propre :

1,mwil,-1
way=p-ye £ SRR m)

m=-1
(L,0w,-1) (Lw1,-1)
:|1,—1>+w| , >+W|l 1>
© = | W)=+ %5 0o)
c. 2™ niveau excité :
i. Correction au 1* ordre de perturbation a ’énergie :
E® =(11W[1,1)=0
ii. Correction au 2°™ ordre de perturbation a ’énergie :
ooy mwiaf fLowpaf o -1wpy
ATLTEO_EO T EO_E® T g0 _EO
Or:
(1,0W|1,2)= %’ , -gwy=0, E®=0 , EQ=an e EY =3an
2 2 2
N Eﬁ):h_“’(iJroJ:hw
2 \3an 6a
Ainsi, au second ordre de perturbation, I'énergie du 2°™ niveau excité est :
ho’
E+l 6a
iii. Correction, au premier ordre de perturbation, au vecteur propre :
<1, m|W |l,l> <1,0|W |1,1> <1,—1|W |1,1>
lw.) =11+ m§+1w|l’m>:|l’l> + O _ED 11,0)+ O _E0 1,-1)

@ = wa) =10+

7 10
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Exercice (5 points) : Moment cinétique orbital et harmoniques sphériques

Soit S un systéme physique dont Pespace des états & est rapporté a la base des vecteurs
propres |I,m> communs a L? et L,.
1. L’hamiltonien du systéme est donné par :
H=YalL
k
avec k=X, Y,z etles coefficients a, sont des constantes réelles telles que Y a, =0.

k
Montrer que ’hamiltonien H peut s’écrire sous la forme suivante :

2 2 2 2
H=A(L"-3L)+B(L.+L%)
ou A et B sont deux constantes que 'on déterminera en fonction des coefficients a,.

2. Dans la représentation { 10,9) }, I’état du systeme est décrit par la fonction d’onde :
w(0,9) = C.(gsin 20.6'? —2sin? 49.e2i<"j ,ou CeR’

a. Ecrire w(0,9) en fonction des harmoniques sphériques Y," (6,¢).
b. Donner Pexpression du ket | l//> correspondant a ¥ (6, ¢) en fonction des kets |I,m> .
c. Déterminer la constante de normalisation C et écrire la nouvelle expression du ket | l//> .

d. On considere le cas particulier ou 8, =a, =—.

h
i. les kets |I,m> sont-ils des vecteurs propres de H ?
ii. Détat |y) est-il un état propre de H ?

e. Le systeme étant dans Iétat | /), on mesure Pobservable L,. Quelle est la probabilité de

trouver la valeur 2% comme résultat ?

= Formulaire :

LL +LL =2(2-1%)

Yzo(‘g’?”):,/% (Bcos’0-1) , Y, (0.0)=F /5 cosd.sin@ e’ | Y,2(0,p) = /—31;; sin? 9e*2'?
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Probléme (15 points) : Addition de deux moments cinétiques

On considére une particule caractérisée par un moment cinétique orbital L et un moment
cinétique de spin S de nombres quantiques respectifs 1 =2 et s = % On désigne par & et &
les espaces des états associés a chacun des moments cinétiques.

Les ensembles {Lz, L, } et {Sz, S, } forment des ECOC respectivement dans &) et &, et
Pon désignera par {| I, m)®|s, ms>}, que l'on notera simplement {| m, m;) }, la base
découplée de Tespace des états & =& @ &5 formée par les vecteurs propres communs aux

observables L?,S?, L, etS,.

Le moment cinétique total de la particule J=L+S est caractérisé par les nombres
quantiques J et M. On désignera par {| l,s,J,M >}, que l'on notera simplement {| J, M > }, la

base couplée formée par les vecteurs propres communs aux observables L2, s? ,J 2 et J -

1. Préciser les espaces des états & :{| I, m >} et & :{| S, ms>} associés a chaque moment
cinétique : quels sont leurs vecteurs de base et leurs dimensions ?

2. Donner les vecteurs de la base découplée {| my, mg) } de I'espace des états € =é) @ &s.

3. Quelles sont les valeurs possibles prises pat les nombres quantiques J et M ? Donner les
vecteurs de la base couplée {| J, M > }

4. Dans le plan (M, my), reporter les différentes valeurs de m; et mg, tracer les lignes

cotrespondants 2 M =constante et déduire le degré de dégénérescence des valeurs de M.

5. En appliquant la théorie de ’addition des moments cinétiques, donner les expressions
des vecteurs | J, M> en fonction des vecteurs | m,, ms> )

Méthode a suivre :

a. Sous-espace & (J,,) : Commencer par calculer les kets | Imax s Minax) €t | Jmax » Miin)
ensuite faire agir successivement les opérateurs d’échelle J_ ou J, pour obtenir les autres kets de ce
sous-espace.

b. Sous-espace ¢& (Jmax —l) : Utliser la relation d’orthogonalité <J', M |J, |\/|>:§JJ| et
exprimer le ket |Jmax—1, M =J —1> ; ensuite faire agir successivement l'opérateur J_ pour

obtenir les autres kets.
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Exercice (5 points) : Moment cinétique orbital et harmoniques sphériques

1. L’hamiltonien décrivant le systéme est :

H=aL;+a,L+a,l; avec a+a,+a,=0

Ona:
1 1
LX:E(L++L_) ’ Ly:E(L+_L—)
Donc:
a
H :%(LJr + L_)2 —Zy(LJr - I—_)Z +a, Li
a
B LS L L s
a. —a a, +a
(NN RN
Or:

LL+LL =2("-L3) e a=-a,-a

Alors :
a. —a a, +a
= B 2 D2y & 2 (- 12)-(a, +a)L
D’ou:
a,+a a—-a

@ H :¥(L2—3L§)+(X%4y)(ﬁ+|-2_)
Ainsi :

a, +a a-a

— X2 y et B: X4 y

2. a. Expression de y(6,9) en fonction des harmoniques sphériques Y," (0, ¢) :

w(0,9) = C.Gsin 20.e'? —2sin® 9.e2i“’) = C.(3sin9.cos€.e”" —2sin? 9.e2i“’)

cosd.sind e'? = —1/8—” Y;(0,0) et sin@e??’ = 1/32—” YZ(0,0)
15 15
87 1 327 2
0,0)=-C| 3.|— Y,(6,0)+2.[— Y. (6,
w(0,0) { ,/15 2(0.9)+2, 15 5 ( w)}
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Ou encore :

© v0.0)=-¢ %2 [s¥0.0)+ 4% 0.0)

b. Expression du ket | !//> en fonction des kets propres |I,m> :

Sachant que :
w(0.0)=(0.0ly) et Y"(0,0)=(0,0[lm)
Alors :

8
w(6,0)={0,p|ly)=-C /1—;[ [3(6,0[2,)+4(6,0[2,2)]
D’ou I'expression du ket | l//> :

@ |w>=—c\/%[3|2,1>+4|2,2>]

c. Normalisation du ket | l//> :

87, 2 407, . 2 3
wl)=22Icf [o+16 1= 2 cf =1 = [c|= ;2

Comme C eR", alors :

3 3 4
= = =-2P21-22,2
CVior | = | W=yl

d. Dans le cas particulier ou @, =a

(4] . .
= —, Pexpression de H devient :
y h >

H :%(L2—3L§)

i. Les kets |I,m> sont des vecteurs propres communs a L? et L,, par conséquent ils sont aussi des

états propres de H. En effet :

H|I,m>=%(L2—3L§)|I,m>=hco(l(l+l)—3m2)|l,m>

ii. Par contre, 'état | l//> n’est pas un état propre de ’hamiltonien H car :

H|1//>=3ha)(—§|2,1>+§|2,2>)¢a|1//>

e. Probabilité de trouver la valeur 2/ comme résultat lorsqu’on mesure observable L, :
2h est une valeur propre de L, associée au ket |2, 2> ,donc :

pon=|2.2)f =|-4

5

> 16
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Probléme (15 points) :
1. Espaces des états :

- Espace des états &):

- Espace des états &;:

*|=2 = m=42,41,0, donc:

&=1{]2,2),12,1),]2,0),]2,-1),|2,-2)} et dim (&)=5.

1 1

> —§>} et dim (&)=2.

s

{

2. La base découplée {| m, ms>} :

11
2' 2/

L’espace des états & =& ® & est donc de dimension 10, et est rapporté a la base découplée :

Imom=o}=1]2, 21 J1, 21 o, £ |-1 22},
2 2 2 2
3. Les valeurs possibles prises par les nombres J et M :
Les regles de sélection établies par la théorie d’addition des moments cinétiques sont :

ol
2

[1-s[<J<l+s = stg
<

-J<M< =

N N w

£M§ = M
2

- Tableau résumant les différentes valeurs prises par J et M :

J M |~] 1M> Sous - espaces
@ E ig,ig,il §,i§ ,§,i§ ’E ii & J:E

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

E i§’il §1i§ ,g’ii & ng

2 2 2 2 2 2 2 2

- Base couplée {| J, M > } de vecteurs propres communs a J? et J .

13.m)]

&

5

35
(-3

)|

5

2

<20
2

j = dim & =10
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2

3l
2

3
2

.3

2

)|

3

2

)




4. Degré de dégénérescence des différentes valeurs de M :

@ m, | M=1/2 M =5/2

(-2,1/2)  (-1,1/2)  (0,/2) %1,1/2) (2,1/2)

M =-3/2 R K

v
3

\ N \ \
\ N \ \
\ A \ \
\ \ \ \ M:3/2
\
\
\

(-2,-1/2) (-1,—1/2)/ O0-1/2) @,-1/2) (2,-1/2)

M =-5/2 M=-1/2

Ainsi, les valeurs M == sont non dégénérées, alors que les wvaleurs

N | o1

3 1
M = iE ,* E sont deux fois dégénérées.

5. Expressions des vecteurs | J, |\/|> en fonction des vecteurs | m, ms> :

a. Le sous-espace ¢ (J :SJ :

5 5 5 5\
22V et|2, -2
2 2> ‘2 2>

5 1
- La valeur M = > correspondant a la seule combinaison M =2 et Mg = > Dong, la valeur M = 5

5 5
=, —)et
2 2>
55 |, 1
2 2 2

5 5 o . .. . ..
E , E doit étre normé a I'unité ; en choisissant le coefficient & réel et positif, on a :

Les kets

n’est pas dégénérée impliquant que les vecteurs

1> :
2, > sont proportionnels :

Le vecteur
5 5\ [, 1
2 2 2
5 5\,
2" 2/
5 5\ [, 1
2 2 2

- Le méme raisonnement est valable pour le vecteur
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= Le vecteur

: 3

Appliquons 'opérateur J_=L_+S_ surle ket | —

J ‘2 2> (L+S)[2,2)® ‘; ;> (|__|2,2))@‘%,%>+|2,2)@(5_‘%,%»

5 3 11 11 1 1
h\/E‘E E> 2n|2,1)® ‘E §>+h|2,2>®‘—,——>—2h‘1,5>+h‘2,—5>

D’ou:

© 538 2] 1) 1] 1
22 572/ J5| 2
5

1 .
: 1)
3 .
,5>.
5 3

Appliquons 'opérateur J_=L_+S_ sur le ket g
J L +S
“22>( )(\/_‘ >\/_‘ >j

= Le vecteur

=i[h\/€|2,0>®‘%,%>+h|2,1>®‘1,—%>}+i{2h|2,1>®‘%,—%>+0}

5 2 V5
AL 2[ 1’_;
2'2 2
D’ou:
©) 51 =ﬁ0,1+ﬁ1,_1
2 2 5 2 5 2
= Le vecteur E —l>:
2 2

Appliquons 'opérateur J_=L_+S_ sur le ket

1>.
e S)U P22 k-3
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5 3l ia el 3z (s )
\f{(uz 1))® ‘% —%>+|2,1>®(s‘%,—%>ﬂ
\ﬂhﬂz D® ‘; ;> n2,0)® ‘% _%>}+\/§[h\/6|2’0>®‘%’_%>+0}
=h\/%‘—1,%>+h\E‘O,—%>+h2\/g‘0,—%>

= e RHAE R
=

Appliquons opérateur J, =L, +S, sur le ket

= Le vecteur

3
(L]

5 5 1 1 1 1 1
L2 -2)=(L,+8,)|2,-2)®|> - ~2))®|2 ,~2)+|2,-2)®|S8,|Z -2
L e e T I )
= w512, -SVoan|2 ~1elt -t +h|2,—2>®1 Dy on|-1,-Hanl2, 2
2" 2 2" 2 2'2 2 2
D’ou:

5 3\ 2 1\ 1 1

e I I I R R

@ ‘2 2> \/E‘ 2> J5 2>

b. Le sous -espace ¢ (J :—j :

3
f— y f— :
2
La valeur M = — est 2 fois dégénérée et correspondant aux deux combinaisons suivantes :

2

= Le vecteur

1 1
(m, =1’m5=§) et (M =2,m, =_§)

Donc, le vecteur

-, E> est une combinaison linéaire des deux vecteurs correspondants :

I AR
2 2 2 2

- En tenant compte de la relation d’orthogonalité <J "M |J , M> =0;;, alors le vecteur g , g> doit
\ 3 :
étre orthogonal au vecteur| —, §> , soit :
5 3|3 3 2a
—, ==, —==0 = =-2a
<2 2 ‘ 2 2> FRE0 =
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.. .. , . 2 2
- La condition de normalisation s’écrit : |05 | + | p | =1

Ces deux conditions impliquent :

el@ 2ei9
o= y ﬂ:——
J5 J5
En choisissant le réel @ =0, on obtient :
33 1|1 2], 1
@ 2'2/ 52/ 5|77 2

Comme ce vecteur est défini a un facteur de phase, 'expression suivante est aussi acceptée :

Tl A

23
R )

= Le vecteur

29,

Appliquons 'opérateur J_=L_+S_ sur le ket

513t :ﬁ‘o,;>_i‘l,_;>
2'2/ 5| "2/ B 2
D’ou:
© 31 :ﬁo,z _ﬁl,_z
2 2 5 2 5 2
Ou bien aussi :
3 1\ ﬁ0,1+ﬁ1,_1
2'2 5 2 5 2

1>.
TERON( SR %)

40

= Le vecteur

§_1>.
2" 2/°

Appliquons 'opérateur J_=L_+S_ sur le ket

=i{h\/€|2,o>®‘; ;> h2,0)® ‘1 —%>}—£{2h|2,1>®‘% -2+



o[3-3) 5 12 00efy. )iz o[ 7.3
\E[(uz 1))® ‘% —%>+|2,1>®(s‘%,—%>ﬂ
\ﬂhﬂz ~1)® ‘; ;> n2,0® ‘% —%>}—\/§{h\/§|2,0>®‘%,—%>+0}
:h\/%‘—l,%>+h\/E‘O,—%>—h3\/g‘0,—%>

O [ Bl kY
R

s _£>.
TR R

-3 el e vl 3]
N )
3 ot Jn -l - e of
Y Y A R

© e R

Ou bien aussi :

= Le vecteur

3 _3\.
2" 2/

Appliquons 'opérateur J_=L_+S_ sur le ket

3 3\ 2, ,nh 1}, 1
2' 2/ 5 2/ 5| T 2
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Durée 2 h 00 - Aucun document n’est autorisé

Probléme I (10 points) : Un moment cinétique J dans un champ magnétique

—

1. Soit un systeme physique de moment cinétique J caractérisé par le nombre quantique J et

dont 'espace des états est rapporté a la base des vecteurs propres | I m> communsa J? et J,.

a. Ecrire les équations aux valeurs propres de J° et J,.
b. Calculer les valeurs moyennes des opérateurs J,, J, et J, dans I'état | j,m> :
c. Calculer le commutateur [J,, J_].

d. En déduire la valeur moyenne de 'opérateur produit J,.J y dans P’état | I, m> .

e. Calculer J AJ et en donner la signification.

2. Le systeme physique est un atome qui, dans son état fondamental, possede un moment

cinétique | = —. Les états d’énergie de cet atome sont décrits par ’hamiltonien suivant :
Wo a2 _ 72 .
Hy=—7(3J, -J°) , @, estune constante positive.
0 A z 0

a. Donner la base {| I m)} constituée par les vecteurs propres communs 4 J° et J,.

Remarque : les vecteurs de la base sont a classer par ordre décroissant du nombre M.
b. Montrer que les kets | I m> sont vecteurs propres de H,. Déterminer alors les énergies

propres et leurs dégénérescences.

3. IL’atome est plongé dans un champ magnétique statique B paralltle 2 Oz (B = BK).

L’interaction avec ce champ est décrite par ’hamiltonien Zeeman H,, tel que :
H,=0uB.J
ou g est le facteur de Landé et ug le magnéton de Bohr. On posera g g B=w.
a. Montrer que les kets | I m) sont vecteurs propres de ’hamiltonien total H =H, +H,.
Déterminer alors les énergies propres et leurs dégénérescences.

b. Représenter sur un diagramme les niveaux d’énergie de 'atome et les états propres

correspondants.

—

Quel est alors P'effet du champ magnétique B sur les niveaux d’énergie de I'atome ?
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Probleme II (10 points) : Perturbation quadratique d’un oscillateur harmonique

On consideére un oscillateur harmonique unidimensionnel, de pulsation @, constitué¢ par une

patticule M de masse M en mouvement le long de I'axe OX. Soit H jI’hamiltonien du systeme.

Le systeme subit ’action d’une perturbation quadratique d’hamiltonien :

w :%ﬂha} (@a*+a)® avec 0O0<A<<l

a et a’sont les opérateurs d’annihilation et de création.

On notera Ego) et | n > les énergies et vecteurs propres de 'hamiltonien non perturbé H ;

E, et |l//n> ceux de ’hamiltonien total H=H, +W :
Hon)=EP[n)
H |l//n>:En |l//n>

On se propose de calculer les énergies propres E, et les états propres |l//n> de

nelN

I’hamiltonien total H.

1. Application de la théorie des perturbations stationnaires :
a. Calculer les éléments de matrice <k|W|n> de la perturbation W et trouver les éléments

de matrice non nuls.
b. Calculer :

. . 1 , . . .
i. la correction Er(] ) de I’énergie au premier ordre des perturbations ;

.o . 2 N .
ii. la correction Er(1 ) au deuxieme ordre des perturbations.

iii. Donner alors I’énergie de ’hamiltonien total H sous la forme E, = EQ+E®LED,

c. Calculer, au premier ordre des perturbations, le vecteur propre |l//n> associé a E .
2. Calcul exact des énergies :

a. Ecrire ’hamiltonien de perturbation en fonction de 'observable position X.

b. En déduire Pexpression exacte de ’énergie propre E, de '’hamiltonien total H.

c. En écrivant, au second ordre en A, le développement limité de 'expression exacte de

E,, retrouver expression approchée obtenue par la théorie des perturbations.

On donne Pexpression de ’opérateur d’annihilation :

1 .
a=—=(mMo X +IP,
\/tha)( “ )
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Probléme I (10 points) : Un moment cinétique | dans un champ magnétique

1. D’espace des états quantiques du systeme est rapporté a la base des vecteurs propres |j,m>

s 12
communsa J et J, :

a. Les équations aux valeurs propres de J 2 et J, :

22 ,m) = 2§+ jom) . 3] ,m)=mh|j,m)

b. Valeurs moyennes des opérateurs J,, J, et J, dans I’état |j,m> :

Ona:
J, =3, +iJ, 1 1
. J, ==(J J , J, ==, -J_
J:JX_IJy} f— X 2(++ _) y 2|(+ )

* Valeur moyenne de J, :

. . 1,. . 1,. .
(i) = (3m|3 [ Jom) = 2 (Gm[ 3| J,m)+2 (G m[3_[ j,m)

zg\/j(j+1)—m(m+1)<j,m|j,m+1>+ZJj(j+l)—m(m—1)<Jlm|Jlm—1>
= (J,)=0
" Valeur moyenne de J, :
<Jy>=<j,m|.]y|j,m>=%<Lm|3+|j’m>—%<j'm|~]—|j’m>

:%\/J'(j +1) —m(m +1) <j,m|j,m+1>—%\/j(j +1)-m(m-1) (j,m|j,m-1)
= (J,)=0

= Valeur moyenne de J, :

(3)=(m|3, | my=ma(imim) = (3,)=ma
c. Le commutateur [J,,J ]:

[J,, 3 1=[3,+iJ,,,-1J,]
=i[J,,3,]-1[J,,3,]1=-2i[J,,d,]=-2i(in) J,
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— [J,,J_1=2nJ,

d. Valeur moyenne de J X.Jy dans P’état |j,m> :

ICUSRRICASRE I b kil ENER IR A (TN
g 4i 4i 4i
Or:[J,,) ]=2hn.J,, donc:

1 in
JX.Jy:E(Jf—J_Z)+? 3,

Comme :

3. )——[J+,J ]

X*

Alors :
-
<~]X-Jy>=lm2h

e. Calculde JAJ :

IAT=(3,9,-3,9,)8 +(3,3,-3,3,)& +(3,3, - 3,3,)&,
—[9,,3, 6, +[3,,3,)8, +[3,.9, &,
—ih 3,6, +ihJ, &, +ihJ, €
D’ou:

®

Signification :

<y
>
<y
Il
SH
<y

Cette relation signifie que les composantes J,, J, et J, de J ne commutent pas entre

elles, ce qui implique que les grandeurs associées ne sont pas compatibles et par suite

obéissent aux relations d’indéterminations de Heisenberg.

2. Les états d’énergie de ’atome sont décrits par ’hamiltonien suivant :
[0
Hy = _0(3J22 -J 2)
h

. 31 1
a. Ona: |= P donc M prend les valeurs suivantes : 2 Ty Ty D’ou la base de vecteurs

o 12
propres communs a J° et J,:

g [[33) 312 1) (s 3
2'2/72°2/ 2" 2/"|2" 2
b. Action de Hosurleskets|j,m>:

Ho|j,m>:%(3J§—Jz)|j,m>:hwo(3m2— iGi+1)]j,m)
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Donc:

@ 2 2 2 2
2 2 2 2
Les énergies propres 3h@, et —3ha, de Hysont alors deux fois dégénérées :
S » 3 3\ .
- a énergie propre 3hi@, sont associés les deux vecteurs propres > + 2/
@ S . 3 1
- a énergie propre —3hi@, sont associés les deux vecteurs propres > + 2/

Par conséquent, la matrice de Hydans la base B est :

1 0 0 O
0 -1 0 O
0O 0 0 1

3. L’atome est plongé dans un champ magnétique statique B paralléle 2 Oz (B = BK) . L’interaction

avec ce champ est décrite par ’hamiltonien Zeeman H, , tel que :

Hz:g:uB B>'j:g:uB B"]z:a)‘]z

I’hamiltonien total est alors :
_ _ W 2 2
H=H,+H, —7(3\]Z -J)+w],
a. Actionde H =H; + H, surles kets | j,m) :

H| j,m) {% (3J22—J2)+w\]z}|j,m> —[ne (3m? = j(j+1))+ mhe ]| j,m)

Donc:

H §+§ = 3hco0+§ha) §+§

2 2 2 2 2

H g,—E = Bha)o—gha) §1_§

@ 2 2 2 2 2
H §,+1 = —3ha)0+1ha) §,+1

2 2 2 2 2

H §,—£ = —Bha)o—lha) E,—l

2 2 2 2 2

= Les niveaux d’énergie de H ne sont plus dégénérés.
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b. Diagramme les niveaux d’énergie de I’atome :

Energie

—3hawy+-ho = §+1>
—3haw, L 2 2
E’ %> T -3hay—=ho = 3 —1>
° 2" 2

H, Hy+H;

Effet du champ magnétique B sur les niveaux d’énergie de I’atome :

levée complete de la dégénérescence.
Probléme II (10 points) : Perturbation quadratique d’un oscillateur harmonique

1. Application de la théorie des perturbations stationnaires :
a. Eléments de matrice de la perturbation W :

Ona:

vv:%um (a2 +(@%)2 +2N +1)

Donc:

<k|W|n>:%/1ha) [(K|a2[n)+ (k| (a")?[n) + (k| 2N +1)|n)]
© =%/1ha) (=1 (k|n—2)+ J(n+D)(n+2) (k|n+2)+(2n+1)(k|n)]
:%Mm 1) 8, + N+ +2) 8y 11z +(20+1) 5, 1 ]

Dong, les seuls éléments de matrice non nuls sont :
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()= (n+;jhw
@) (n+2wn) =2
<n—2|W|n>:%ﬁ,/n(n—1) ho

b. i. Correction Er(ll) de P’énergie au premier ordre des perturbations :

E® = (W n) =%zha{n+%]

. . 2 P .
ii. Correction Er(] ) au deuxiéme ordre des perturbations :

(n+)(n+2) heo

Ona:

© £ _ Z\wme_KmeMmW [n—2w[nf

= +
0 0 0 0 0 0
EDED EDED, | EP-ED,

Or:
EQ-EQ =210 e E?-EY =2h0
Donc:
E@ = 3 Z (hw)*[(n+1)(n+2) -n(n-1)]= —ifhw(m +2)
2hw 16 32
Soit :

@ Ef? =—1/12ha) (n+1j
8 2

Ainsi, au deuxi¢me ordre des perturbations, ’énergie de ’hamiltonien total est :

2
E,=EQ+E®P +EP? = (n+ljhw+i( 1jha)—/1— n+ 2| ho
2 2 2 8 2

Soit :

2
@ E, ~he|n P E
2 2 8

c. Correction aux vecteurs propres au premier ordre des perturbations :

Au premier ordre de perturbation, les vecteurs propres de H sont donnés par :

kW {n
5 =1+ Z aor gl
n+2\W|n n—-2/Win
z| n>+w|n+2>+w|n—2>

Donc:

@ o) ~| n>—%ft Jn+D(n+2) |n+2>+%/1 Jn(n-1)|n-2)
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Ce qui montrer que, sous 'effet de la perturbation, les états propres |n> sont contaminés par les états

IN+2) et [n-2).
2. Calcul direct des niveaux d’énergie de H :

a. Expression de W en fonction de Pobservable position X :

Ona:
1 . 1 .
a=——(Mo X +iP A =——(mo X -iP
\/tha)( @R ) €t \/tha)( @ )
Donc:

a+a’ =1/2m—w X
h
Par conséquent :
W =%Amw2X2

b. Expression exacte de énergie E, des états stationnaires de H :

Comme :

2
H =+ Ima?x?
2m 2

Alorts :
2

H :P—+1ma)2(1+ﬂb)x2
2m 2

C’est 'hamiltonien d’un oscillateur harmonique unidimensionnel, de pulsation @'=@® +1+ A, donc
d’énergies propres :

@ En=ha)(n+%j\/1+ﬂ. , heN

c. Comparaison avec le développement limité de Pexpression exacte de E;:

Comme A <<1, écrivons le développement limité de v1+ A au deuxiéme ordre en A:
2
() z1+§ —% +0(2%)

Donc, au deuxieme ordre en A, les énergies propres de H sont données par :

2
@ E, ~ho (n+%j {1+§—%J=E§°)+E£D+E§Z)

On retrouve bien les résultats de la théorie des perturbations stationnaires.
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Probléme I (6 points) : Oscillateur harmonique a une dimension

On considere un oscillateur harmonique a une dimension de masse M et de pulsation @.

On désigne par | n> les états stationnaires d’énergie E, N étant un entier naturel. L’ensemble

des états | N ) est une base orthonormée compléte de ’espace des états quantiques du systéme.
p q q y

1. A linstant t =0, Pétat de cet oscillateur est une combinaison linéaire de 1’état fondamental

| 0> et du premier état excité | 1> :
W (0)) = o[ 0)+ci[1)

ou C, et C; sont deux constantes non nulles.

a. Ecrire en fonction de C, et C, la condition de normalisation de |l//(0)> .

b. Calculer la valeur moyenne <H > de ’énergie dans I’état |ly(0)> .

c. Sionimpose que <H> =hao, calculer |C0| et |Cl|.
2. Le vecteur d’état normé |l//(0)> n’étant défini qu’a un facteur de phase global pres, on fixe
ce facteur de phase en prenant C, réel et positif et en posant C; = | cl|e“9 ,ou BeR.

a. Ecrire le vecteur d’état |W(0)> en fonction du parameétre 6.

b. Calculer la valeur moyenne (X ) de Popérateur position X dans Iétat [y(0)) .
On rappelle la définition de ’opérateur d’annihilation a :
Mo

i
a= X+ P
2h L2mon

c. Calculer le parameétre @ sil’on impose, en plus de <H> =hw, que :

3. |l//(0)> étant ainsi déterminé, écrire |l// (t)> pour t >0 et calculer la valeur de @ a I'instant t.

En déduire que la valeur moyenne <X >t de la position a l'instant { est une fonction périodique

du temps.
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Probléme II (14 points) : Addition de deux moments cinétiques de spin g et %

On considére un systeme de deux particules (1) et (2) de moments cinétiques de spin

respectifs §1 (Si s Sy, 1 5y,) et §2 (Sax + Sy 1 S,,) , caractérisés par les nombres quantiques de

spin 8125 et S, =—.

2

On désigne par &1 et &2 les espaces des états de spin de chacune des deux particules. Les

ensembles { SZ, S, } et { SZ,S,, } forment des ECOC dans &1 et &2 respectivement.

Les états propres communs 2 S et S;, sont notés | S m1> , et ceux communs 4 S et S,
sont notés | S, ,m2>. On désigne par {| S, S,, M, m2>} que l'on notera simplement

{| m,, m,) } la base découplée formée par les vecteurs propres communs 2 S7, S5, S, et S,,.

Le spin total des deux particules est S =S, +S,, et on note par |S M > les vecteurs propres

communs aux observables S?, S2, S? et S,.

1. Donner les vecteurs de la base découplée { | m,, m2> }

2. Quelles sont les valeurs prises par les nombres quantiques S et M ? Donner les vecteurs de
la base couplée {|S M >}

3. En utlisant la méthode du rectangle, reporter les différentes valeurs de M, et M, sur un

systeme de coordonnées et calculer le degré de dégénérescence des valeurs de M.

4. En appliquant la théorie de ’addition des moments cinétiques, donner les expressions

des vecteurs |S M > en fonction des vecteurs | m, , m2> )

5. En fait, les moments cinétiques de spin des deux particules sont couplés par

PPhamiltonien d’interaction suivant :

_2a = b

H=22(8,+5,).8,+ (5, +5,F

a et b sont des constantes de couplage ayant la dimension d’une énergie.
a. Exprimer H en fonction des observables S2, S,, S2, 322 et des constantes a, b et 7.

b. Calculer les énergies propres Eg,, de H, les états propres | S, M> associés et leurs

dégénérescences. Rassembler les résultats dans le tableau suivant :

S M Energie Eg ), Etat | S, M) Dégénérescence
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Probleme I (6 points) : Oscillateur harmonique a une dimension
1. Alinstant t =0, ’état de cet oscillateur est donné par :

(@) =¢| 0)+a[1)
ou Cy et C; sont deux constantes non nulles.

a. Condition de normalisation de |l//(0)> :

@) =c|0)+c|1) = (@pO)=1 = |cf +|¢f =1

D’ou:
6o +|cif =1

b. Valeur moyenne <H> de I’énergie dans ’état |l//(0)> :

(H) = @Hly©) = [e5{0[ +¢i (1] lcsH|0) + e[ 1)]
“[es(0 |+cl*<1|]Bha>c0| 0>+ghwcl|l>}

Donc:

(H) =210 |Joof +3c ]

c. Sionimpose de plus <H> =hw, alots :

(H)=2ho (o +36f )=ho = [ef +30f =2
On a alors les deux équations vérifiées par |Co|2 et |C1|2 :

{|c0|2 tlef =1 M
lcoff +3cf =2 )

n = |c0|2 =1—|cl|2

1
2 = 1-[¢f+3¢f=2 = 2¢f=1 = |c:1|2:E
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D’ou:

e =lef =7

2. a. Levecteur d’état |1//(O)> en fonction du paramétre 6 :

En prenant Cy réel et positif et en posant C; = | c1|e'9 ,ona:

Le vecteur d’état |l//(0)> §écrit alors :

@)= 5] 0)+—5¢|1)

b. Valeur moyenne <X> de X dans I’état |W(0)> :<X> = <l//(0)|X|l//(0)>

L’expression de 'opérateur position X est donnée pat :

| h n
= m(a-f-a)

Donc:
i\/%[ 0|+e?(1]|(a* +a)[|0)+e?|1)]
L o [0l e (a [ar o) e a'|1) a0} e al)
- Tof e a(][12) v 21 2) +0+¢ o))
lang €+
D’ou:
@ <x>=\/%cose

c. Si, en plus de <H> h , on impose que <X> = EW/L , alors :

(X >=1/—cose— - cose——
Mo 2
D’ou :

9=%+2k7z
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3. Le vecteur d’état |l// (0)> s’écrit alors :

V@)= 0)+ e 1)

Le vecteur d’état |l//(t)> alinstant t >0 :

v ) =U(t,0)|w(0)>=e‘h“‘{%| op%éqg}%e‘z”t 0)+e'e 2" 1)

1 —%wt 1 iC-ot)
— 0)+—e' s ™1
e lope o)

|l//(t)> peut aussi s’écrire :

i
— ot
1 —o

® vO)=e [ [0)+ o0 |1)]

ou la phase @(t) est donnée par :

o@t)=" - wt
7

» La valeur moyenne <X >t de la position a instant t : <X > = <l//(t) |X |l//(t)>

1 ‘ot tot [7 y 0o 1\/ 1 1 [ 7 . 200
<X>t:§ez e’ (1 € H(I))[l O][eie(t)jzi p (1 € Hm)[ J

2Mmao 2mo 1

1/ (eie(t)+e—i9(t))
2\ 2mw

Donc:

(X)= ‘/% cosé (t)

Ou bien :
<X>:JL cos| Z—wt | = R cos Z.coswt +sin = .sinwt
2mw 4 2mw 4 4
Soit :
<X>=1 i(coswt+sincot)
2\ mw
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Probléme II (14 points) : Addition de deux moments cinétiques de spin g et %

1. Les vecteurs de la base découplée { | m, m2> } :

Ona:

Slz

N w
U

=

Il
N W

1 1 3 1 1 1
R , SZZ— = m2=—,_—
2 2 2 2 2 2

Dong, les vecteurs de la base {| m, m2> } sont :

@ 3 1V3 1Al 1A gl 1y 11 1 1y 31y 3 1
272/ 2" 2) 2 2) 20 2 22 2t 222 2 2

2. Les valeurs de S et de M et la base {| S,M >} :

Les regles de sélection établies par la théorie d’addition des moments cinétiques sont :

s, —5,|<S <5 +5, . _S<M<S

» Les différentes valeurs prises par Set M :

$=2,1 ; M=2,1,0,-1,-2

* Les vecteurs de la base couplée sont :

Is.M)j=1{2.2).]2.1),|2,0),|2,-1), |2.-2),[1,1), [1,0), [1,-1)}

S M S,M) &
2 2,1,0,-1,-2 12,2),]2,1),]2,0),|2,-1) |2,-2) & (S =2)
1 1,0,-1 11,1),(1,0),]1,-1) & (S =1

3. Dégénérescence des valeurs de M :

M =-1 M=0 | m M =1

(—3/2,1/2)/ (—1/2,1/2)\1,2 (1/2,1/2)/ (3/2,1/2)

\ \ \
\\/ N \ \\/
N AN N M=2
N N N
\\ \\ \\
m

(-3/2,-1/2)  (-1/2,-1/2) |2 @/2,-1/2)  (3/2,-1/2)
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M g(M)

<
I
=+
N
[EEN

M

I
I+
[

M=0

4. Expressions des vecteurs de la base couplée {|S ,M >} en fonction des vecteurs de la base
découplée {| m, m2>} :
i. Le sous - espace (S =2):

= Le vecteur | 2, 2> :

o 1
La valeur M =2 correspondant a la seule combinaison My =— et M, = K Dong, la valeur M =2

N w

n’est pas dégénérée impliquant que les vecteurs | 2, 2> et

31
2'2

Le vecteur | 2, 2> doit étre normé a I'unité ; en choisissant le coefficient & réel et positif, on a :

31
2.2-3.3)

* Le méme raisonnement est valable pour le vecteur | 2, — 2> :

3 1
|2’—2>=‘—§'—§>

= Le vecteur | 2, 1> :

sont proportionnels :

N| -
-

|2,2>:a

Appliquons une fois S_ =S;_ +S,_ sur le ket | 2, 2> :

S hhis, 24 = 22, 0=m3E Y ea2 L
2 2 2'2

2,2)=
512.2)=5 2 2 2" 2

D’ou:
©) |2,1>:1‘§,_1>+£‘1,1>
212 2 2 12 2

= Le vecteur | 2, 0> :

Appliquons une fois S_=S;_ +S,_ sur le ket | 2, l> :
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sj2.m-ts [3 L) Y8 |1 1), 1g (3 2 @ 2_1 1

2 2 2 2 2 2/ 2 2 2 2'2

= w6|2,o>=@hl—1 +£2h—11 z ==
2 2 2 2 2 2

= 6|2,0) \/§‘ > \/_‘—%%>

Dot :
© 29 Gl s )

= Le vecteur | 2, —1> :

Appliquons une fois S, =S, +S,_ sur le ket | 2,— 2> :

31 +S,, I |2, -1) =13 N Y
2’ 2 2 2" 2
D’ou:

2
©) 2, --13 1,811 L
21 2 2 2 2 2

ii. Le sous - espace &(S =1):

S,|2,-2)=5,

.|

= Le vecteur |1,1> :

Lavaleur M =1 correspondant aux deux combinaisons suivantes :

1 1 3 1
(m1:§:m2=§) et (m1=§,m2=—5)

Dong, le vecteur | 1, 1> est une combinaison linéaire des deux vecteurs correspondants :
3 1 11
1, V=a|—,—=)+f|=,=
.y ‘ 2 2> p ‘ 2 2>
Le vecteur | 1, 1> doit étre normé a I'unité et orthogonal au vecteur| 2, 1> :

.. . , . 2 2
- Lia condition de normalisation s’écrit : |a | + | p | =1
- L’orthogonalité avec | 2, 1> sécrit: a++/3 =0

Ces deux conditions impliquent :

En choisissant le réel @ =0, on obtient :

© 1,3 §,_1>+1‘1,1>
2 12 2/ 2|12 2
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Comme ce vecteur est défini a un facteur de phase, 'expression suivante est aussi acceptée :

B

= Le vecteur |1, O> :

Appliquons une fois S_ =S, +S,_ sur le ket | 1, 1> :

s|1,1>=ﬁsl§,_1 g 1 1) W38 1) 1411
2 l2T2) 222 2 2 2) 222

=3 h\/§|1,0>=£h\/§ 1—3 _lzh _11 +O—lh1,—1
2 272/ 2722/ 2 2 2

1 1 11
= 2103 -5)-| 5 3)

D’ou:

® 0= 7535553

L’expression suivante est aussi acceptée :

1|1 1 1 1 1
1 0= |= _ZVy = |2 =
[1.0) ﬁ2’2>+ﬁ‘2’2>

= Le vecteur |1 , —l> :
Appliquons S_ =S, +S,_ sur le ket |1, 0> :

1. ]1 1\ 1 1 1 1\ 1
S [1,0)=—-8, |=,~=)——=S,_ R
1 1 1\ 1 31 1.1 1
= hV2[1,-1)=—"=2n ——h3 -2 V40— -2, ==
| ) ‘ 2 2> V2 ‘ 2 2> V2 ‘ >

V2

- ana g
D’ou
© [
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5. a. Expression de H en fonction des observables g2 , SZ , Sl2 , 522 :

H :2—?(§1.§2+S§)+%(SH+SZZ)Z
71 h
Or:
§-5,+5, = $2=52+52425,.5, = s].s}:%(sz—sf—sg)
Sz: 1z+822
Donc:
a (o2 2 2 b <2
@ H:?(S —sl+32)+h—zsz
Comme :
3 > 15, 1 5 3.5
S, =— Sf=—n°1 ; s,== = S;=-=h"1
175 1= 2775 277
Donc:
a (o2 2 b .2
H:h—z(s — 31 .1)+h—zsZ

b. Energies propres de H et vecteurs propres | S, M> associés :

H|S,M)=|a(S(S+1)=3)+bM? ||S,M)=Eq S, M)

Donc, les énergies propres de H sont :

Esm=2a[S(S+1)-3]+b.M?

Tableau des résultats :

S M Energie Eg y, Etat | S, M) Dégénérescence
2,-2 3a+4b 12,2), ]2,-2) 2
©) 21,11 3a+b 12,1), |2,-1) 2
0 3a |2,0) 1
1 1,-1 —a+b 11,1, |1,-1) 2
0 -a 11,0) 1
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Probleme I (10 points) : Moment cinétique orbital et harmoniques sphériques

1. On considere une particule M de masse u qui évolue dans le potentiel central V (r).

a. Hcrire, en coordonnées sphériques, I’équation de Schrédinger indépendante du temps
vérifiée par la fonction d’onde y/(r,8,9) des états stationnaires d’énergie E.

b. Dire pourquoi la fonction d’onde peut s’écrire sous la forme :

l//(r,e,(D) = R(r)Y,m(Q,go)
ou R(r) est la fonction d’onde radiale et Y,"(8,9) =<9,(p | I,m) sont les harmoniques

sphériques, fonctions propres communes aux observables L® et L, ; | et m étant les nombres

quantiques associés au moment cinétique orbital.

c. Pour une valeur de | fixée, donner I’équation différentielle satisfaite par la fonction

radiale R(r).
2. a. Montrer que Y,"(0,¢) s’écrit sous la forme :
Ylm(ev(/’) = Fl,m(e)Gm((D)

Donner 'expression de la fonction G, (@) et les valeurs prises par le nombre quantique m.

b. On considere le cas m =1, montrer que :

F.,(0)=C, (sing)"

ou C, estla constante de normalisation.

c. Indiquer, sans détailler les calculs, comment obtenir Y," (6, 9) a partir de Y,I 6,9).

D' @ +!
Co2ny o 4ar

d. Sachant que C, déterminer les expressions des harmoniques

sphériques correspondantes a | =1: Y1 6,0) | Ylo(¢9, ?) , Y0, 9).

Formulaire :

1 ¢ 5 0 io[ O . 0
A(e) ==~ (re)— ; L,=-ih— ; L,=xhe"?| —+icotgd.—
(*) rar2(°) ifrz(q : 20 L. (60 9 a¢j
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Probléme II (10 points) : Moment cinétique j =1 dans un champ magnétique

On considere un systeme quantique de moment cinétique j=1. Le sous-espace &7 a trois
dimensions, associé au systeme, est rapporté a la base {|J :1,m>} que 'on notera simplement

{| m)} , ou les vecteurs |m> sont classés par ordre décroissant du nombre quantique M.

L’hamiltonien H, du systeme est :

b
H,=aJ, +£J§

ou a et b sont deux constantes positives, ayant les dimensions d’une pulsation.
1. Quels sont les niveaux d’énergie du systeme ?

2. On applique un champ magnétique statique B dans une direction de vecteur unitaire

U définie par les angles 6 et ¢ :
U =sin@cose.8g, +sin6?sinqo.éy +C0S6.E,
L’interaction du champ B avec le moment magnétique du systéme M=yJ (yestle rapport
gyromagnétique, supposé négatif ) est décrite par ’hamiltonien :
W=-M.B
On notera @ =—y B la pulsation de Larmor. I.’hamiltonien total du systeme est alors :

H=Hy+W

a. Donner lexpression de I’hamiltonien d’interaction W en fonction des opérateurs
J,,J_et J, etdes données du probleme.

b. Calculer la matrice représentant W dans la base {| m)} .

3. On suppose que b=a et que la direction du champ magnétique B est paralléle a I’axe Ox:
U =€,. On suppose aussi que @ <<a.

a. Calculer, au premier ordre de perturbation, I’énergie propre du niveau fondamental

et, a Pordre zéro, le vecteur propre correspondant.

b. Calculer, au premier ordre puis au second ordre de perturbation, I’énergie propre du

niveau excité.

Résumer les résultats sur un diagramme d’énergie.

4. On suppose que b=2a et que w<<a. La direction du vecteur U est maintenant

quelconque (son expression est donnée dans la question 2.).

Calculer, au premier ordre de perturbation, le vecteur propre du niveau fondamental.
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Probleme I (10 points) : Moment cinétique orbital et harmoniques sphériques

1. Soient une particule M de masse u# qui évolue dans le potentiel central V(r)et w(r,0,¢p) la

fonction d’onde des états stationnaires d’énergie E.

a. L’opérateur hamiltonien du systéme en coordonnées sphériques est :

2 2 2 2
Heeawvin=—""2 i b v
2u 2ur or 2ur
I’équation de Schrodinger indépendante du temps satisfaite par les états stationnaires du systeme

v (r,0,p) est:

n* o 5
© [— TR +V(r)} V(0.9 =Ey(r.o9) ()

b. Factorisation de la fonction d’onde :

Ona:
2 2 2
H=- f a—2r+V(r)+i2.L:Hr+HQ
2ur or re 2u
Hr

L’opérateur L? n’agit que sur les variables angulaires Q =(6,9), il commute alors avec 'opérateur
2
0

. et avec toute fonction V(r) de r, il s’ensuit que :
r

[H,,*]=0 = [H,L*]=[H,H,]=0
Donc, H, H, et L? possédent des fonctions propres communes.
H, agit dans le sous-espace & et a pour fonctions propres R(r) ;
L2 agit dans le sous-espace &g et a pour fonctions propres les harmoniques sphériques Y," (6, 9) ;

Donc ’hamiltonien H agit dans 'espace produit tensoriel € = & ® &, eta pour fonctions propres :

w(r,0,0) =R(r)Y,"(6,9)

c. L’équation différentielle satisfaite par la fonction radiale R(r):

[équation de Schrodinger (*) décrivant Pévolution de I'état stationnaire s’écrit alors :
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oo L — .
{— 2ar o 2T +V(r)} ROV (6,0) = E RO (0,9)

Pour | fixé, on a:

LZrz R(NY™ (0, 0) = »(+1 +1)

R(1)Y,"(0.,9)

Donc:

[_ ) r+h|(l+1)

pur o 2ur vu} RIY"(0,9) =E R(DY(0,)

En divisant par Y," (6, @) on obtient ’équation différentielle satisfaite par la fonction radiale R(r) :

2 2 2
@ U — (rR(r))+ [h Ig:l) V()JR(r) E R(r)

Zrar

3. Les harmoniques sphériques Y,"(8,¢) sont les fonctions propres communes a L? et L, ; elles

sont définies par :
Y,"(0,9) = <t9,(p | I,m>
a. Montrons que Y," (6, ¢) s’écrit sous la forme :
" (0,9) = R n(0) Gy (@)

= Ona:

h 0
LY (@.0) =7 5 W (6.0) =M (6,0)

Donc:

0 .
a_YIm(91§0) =imY,"(0,9)
@

Les solutions de cette équation sont de la forme :

@ Ylm(g*go):':l,m(@)eimq’ = Gm(q)):eim“’

* Comme 0< ¢ <27 etla fonction d’onde doit étre continue en tout point, on a alots :
Y\"(0,0=0)=Y"(0,0=27) = e*'™ =1

Ce qui implique que M ne peut prendre que des valeurs entieres :

@ M=0+1+2+3, .-

b. On considére le cas m=1|, montrons que :

F.,(0)=C, (sing)"
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* Ona:
L[LI)=0 = (f¢|L|lI)=0 = LY'(0.9=0

Or:
L, =he'” i+icotg6’.i
00 o
Donc:
- dR,(0) .
ZLicotgo | R 0" =0 L().e"“’—l.cotg&.ﬁ.(Q)G'W’:O
00 op) " do ,
dF i
1O ) cotgodo =196 . [1E (6)=1Ln(sing) = Ln(sin®)
F.1(0) sing ’
= F,(0)=c(sing)
D’ou:
@ Y,'(6,9) =C (sing)' "'

ou C, estla constante de normalisation.
c. Pour obtenir Y," (0,¢) a partir de Y|I 0,9) :

Les expressions des fonctionsY," (8, ¢) s’obtiennent par applications successives de 'opérateurs L_ sur

les fonctions Y|I (0,9) . En effet :

(D LY Opav 09 = LY OpaY P00 ; p=1,2,3,-

Donc, pour obtenir Y,"(6,9),il faut que | —=p=m = p=I-m.

Ainsi, les fonctions Y,"(6,p) s’obtiennent en appliquant (I -m) fois Popérateur L sur la

fonction Y|I 0,9) .

d. Expressions des harmoniques sphériques : Y. '(0,9) ,Y,2(0,9) et Y, (0, ¢)

. =1 = C1=—‘/8i,donc:
T
® |3 o
Y (0,0) =— gsme.e

*= Onadune part:

L_[11)=7+2|1,0) = L Y0.9)=1v2Y (0.9)

D’autre part :

L Y}(0,0) =1/i he '’ i—icotg@.i sing.e'? = 1/i ne *(cosd+cotgd.sind )e'”
8r 00 oQ 8x

Donc:
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N2 Y2(6,0) =1/% 2hc0s6

@ Y2(0,0) =, /% cosé

L |1,0)=71+2[1,-1) = L. Y(0.0)=1v2Y(8,9)

L Y, (6,9) =—,/% he‘”"% (cosh)= ,/% nising.e'¢

N2 YN0, 0) = /4i hsing.e™?
T

D'ou:

= Deméme:

D’autre part :

Donc:

D'ou:

@ Y1‘1(0,¢)=1/% sing.e”?

Probleme II (10 points) : Moment cinétique j =1 dans un champ magnétique

Le systéme quantique est de moment cinétique j =1. Le sous-espace &1 a trois dimensions est rapporté

a la base { |+1> , |0> , |—1> } L’hamiltonien Hg du systéme est :
Ho=alJd, + % J2
ou @ et b sont deux constantes positives, ayant les dimensions d’une pulsation.
1. Les niveaux d’énergie du systeme :
Ona:
Ho|m) = (aJZ +%Jf)|m> = (ama+bm?i)|m)

Donc:

Ho|+1) = (a+b)a|+1)
@ Ho|o>:O

Ho|-1) = (b—a)a|-1)

Les niveaux d’énergie de H (hamiltonien non perturbé) sont alors :

EQ =(a+b)yn -  |+1)
@ E® =0 - 0

EQ=b-ayn - |-
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2. a. Expression de W en fonction des opérateurs J_, J_et J,:

L’hamiltonien d’interaction du champ B avec le moment magnétique du systtme M =y J est:

W=-M.B=-ByJi=awl,

@ = —y B la pulsation de Larmor.

Donc:
J, =34 =1J,sindcosp+J, sindsing+J, cosd
Ce qui implique :
W = a)(JXsinQCOS(p+ Jysingsinp+J, cos@)
Or:
J,=J,+1J, 1 1
= J,==0,+J3) , J,==—@,-J
{J_=Jx—i\]x X 2(+ —) y 2|(+ )
Donc:
1 . 1 L
W=0w E(J++J,)S|n9c05(p+?(\]+—J,)sm95|ngo+\]zcos(9
i
. 1 1 :
=wsiné E(J++J_)COS(0+E(J+—J_)SIH(0+ L, cosé |+ wJ, cosd
. 1 . 1 .
=wsing EJ+(COS(p—ISIn¢))+?J_(COS(/)—HSIn(p) +wJ, cosl
D’ou:

@ W= B(\Le‘i“’+J_e“”)sin¢9+chose}

b. Matrice représentant W dans la base { |+1> , |0> , |—1> } :

1 . ;

cosé —singe™? 0
2

1 1.

W =fw| —=singe'? 0 —singe™?
@ J2 J2
1 . .
0 —sin@e'” —cosé

J2

3. On suppose que U=€,, donc 0= % et =0, dans ce cas:

h

On suppose aussi que & =0, alors les niveaux d’énergie du systeme sont :

, w<<a

o = O
N I =N
o = O

- Niveau fondamental :
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‘ E(o) E(O) =0 : énergie propre 2 fois dégénérée =  ¢états propres : |0> et |—1>
- Niveau excité :
Eﬂ) =2ah : énergie propre non dégénérée => état propre : |+1>

a. Corrections a ’énergie propre et au vecteur propre du niveau fondamental :

Ce niveau d’énergie est dégénéré, il faut alors diagonaliser la restriction de la matrice de W au sous —

0> et |—1> :
ho (0 1
J2l1 0
Les valeurs propres et les vecteurs propres correspondants sont :

o=z Wmgs(0+D) « e =-E2 c [)=(0)- 1)

Le niveau fondamental dégénéré se divise en deux sous — niveaux d’énergies respectives :

ho ho
_ () _ _ (0 -
Eo. =B  +&, = A et Eo,o=Ey’ +&_ 5

Les vecteurs propres associés |+> et |—> sont les états propres a ’ordre zéro :

D=00+-0) |« | Pegs0--)

b. Corrections a I’énergie propre du niveau excité :

Le niveau excité d’énergie Eﬁ) = 2ah est non dégénérée, le vecteur propre correspondant est |+1> .

* Au premier ordre de perturbation :

EQD =(+1W|+1)=0

* Au second ordre de perturbation :

g@-_ 1 _ [\<—1|w|+1>\2+\<o|w|+1>ﬂ=i 0+[h—“’j2 _ho’
HEQO_EO 2an J2 4a

Donc:

2
-
4a

Ainsi, au second ordre de perturbation, ’énergie du niveau excité est :

E,=EQ+EQ+ED = 2ah+—h4a)
a
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Diagramme d’énergie :

h
E+1—2ah+4—a;
EQ =2an
2ah _ By =e, |+)
EQ-E®-0— L ('l
LBse

4. On suppose que b=2a et que w<<a.Danscecas:
Ho|+1) =3an|+1)

Ho|0>:O

Ho|-1) = an|-1)

Les niveaux d’énergie ne sont pas dégénérés et le niveau fondamental a pour énergie propre E((JO) =0 et

pour vecteur propre le ket |0> .

A Pordre 1 de perturbation, le vecteur propre du niveau fondamental s’écrit alors :

(mw10)

wo) = |O>+Zwm>
(+1w|0) (- 1|W|0>
:|0>+EO(O)—E(O)| 1)+ EQ (0)|_>
Or:
<+1|W|0>=hTZsin0e‘i¢ et <—1|W|O>:hT;)sin6?ei“’
Donc:

_lo wsin@ e +1_a>sm9e

|‘/’o> |>_ 3242 | > a2 |_1>
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Epreuve de Mécanique Quantique 2 — SMP5

Durée : 2 h 00 - Aucun document n’est autorisé

Couplage spin - orbite et effet Zeeman
On considére Iélectron 2p de 'atome d’hydrogene, caractérisé par un moment cinétique
orbital L et un moment de spin S, de nombres quantiques respectifs (I =1) et (s=1/2).
On désigne par {| I, m >®| S, ms>} que l'on notera simplement {| my, Mg =i>} la base

découplée formée par les vecteurs propres communs aux observables 12,52, L, etS,.

Le moment cinétique total de Délectron J=L+ § est caractérisé par les nombres
quantiques J et M. On désignera par {| l,s,J,M >} que l'on notera simplement {| J, M > } la

base couplée formée par les vecteurs proptres communs aux observables 12,52, 3% et J 7
Partie I (9 points)

1. Préciser les espaces des états & ={| I, m >} et &, ={| S, ms>} associés a chaque
moment cinétique : quels sont leurs vecteurs de base et leurs dimensions ?

2. Quelle est la dimension de 'espace des états ¢ =& ® € ? Donner les vecteurs de la
base découplée {| my, Mg =i> }

3. Montrer que J vérifie les relations de commutation caractéristiques des moments
cinétiques.

4. Montrer que [J2 ,J,]=0.

5. Quelles sont les valeurs possibles prises par les nombres quantiques J et M ?

6. En utilisant la méthode du rectangle, reporter les différentes valeurs de My et Mg sur

un graphe et calculer le degré de dégénérescence des valeurs de M.

7. En appliquant les résultats de la théorie de I’addition des moments cinétiques,
donner les expressions des vecteurs | J, |\/|> en fonction des vecteurs | My, Mg = i>.

Partie II (5 points)

L’interaction spin — orbite entre les moments cinétiques orbital et de spin de I’électron est
décrite par ’hamiltonien Wgg donné par :

WSO =a I:§

ou @ est une constante positive (constante de couplage spin — orbite).

69




L’hamiltonien total du systeme s’écrit alors :
Hl =H 0 +WSO
ou Hg est hamiltonien atomique en l'absence du couplage; il forme un ECOC avec

L2, 8%, L, et S,.

On suppose que les kets | my, Mg = i> sont tous vecteurs propres de Hg avec la méme valeur

propre Egq ; Cest énergie de I’état 2p : Eq = E(2p).
1. Donner expression de I’hamiltonien Wgq en fonction des observables J 2 L% et S2.
2. Montrer que les vecteurs | J, M> sont des vecteurs propres de Wgq, et donner les
valeurs propres correspondantes.
3. En déduire les énergies propres de ’hamiltonien Hy =Hg +Wgg, les états propres

correspondants et la dégénérescence des niveaux.

4. Quelle est alors P'effet du couplage spin — orbite sur les niveaux d’énergie de Hy.
Partie III (6 points)

On applique au systéme un champ magnétique statique B, dirigé selon 'axe Oz, de sorte
que ’hamiltonien total du systéeme devient :

H= (HO +WSO)+WZ = Hl +WZ
ou W5 est ’'hamiltonien d’interaction avec le champ B (appelé aussi hamiltonien Zeeman).

1. Donner l'expression de 'opérateur moment magnétique total M de Pélectron. En
déduire expression de '’hamiltonien Zeeman Wy .

On posera @ =—yy B (pulsation de Larmor), ou yq est le rapport gyromagnétique orbital.
2. Quand le champ magnétique B est trés faible, 'hamiltonien Zeeman W7 peut
s’écrire, dans chaque sous — espace propre, sous la forme suivante :

wo _[3,86+D-10+D)
272 2J(J +1) z

a. Montrer que les vecteurs | J, M > sont des vecteurs propres de ’hamiltonien Zeeman

W7 , et donner les valeurs propres correspondantes.

b. En déduire les énergies propres de ’hamiltonien total H = H; +W;.

c. Quelle est alors Peffet du champ magnétique sur les niveaux d’énergie (effet Zeeman).

3. Rassembler les résultats dans un diagramme des énergies qui montre les effets du

couplage spin — orbite et du champ magnétique sur les niveaux d’énergie.
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Epreuve de Mécanique Quantique 2 — SMP5
Corrigé
L’électron 2P est caractérisé par un moment cinétique orbital L de nombre quantique (I=1) et un
moment cinétique de spin S (s=1/2).

On désigne par {| I, m >®| S, ms>} que l'on notera simplement {| m, mg = i>} la base des vecteurs

propres communs aux observables L2 ,32 L, etS,.

Z
Partie I
1. Espaces des états :

* =1 = m=1,0,-1, donc:

& ={[1,1),]1,0),]1,-1)} et dim (&)=3.

" S=— = mM=—,——, donc:
2 2

2
é‘;={‘%,%>,‘%,—%>}z{|+>,|—>} et dim (&)=2.

2. L’espace des états € =& ® & est donc de dimension 6, et est rapporté a la base découplée :

{Im.m =)= {[1,4), [1-).]0,4), [0,-), [ -1+). [-1.-)]

3. J vérifie les relations de commutation caractéristiques des moments cinétiques :
[Jy,d,1=[L+Ss, L, +S,1=[L, L ]+[S,S,]=iA(L,+S,)=inJ,
Les deux autres relations [Jy,J,]=17J, et [J,,J]=17J, s’obtiennent de la méme fagon.

Ce qui montre que J est un moment cinétique.

4. Montrons que :[JZ,JZ]:0.
[‘JZ’ ‘Jz]:[‘])%’ ‘]z]+[‘]§l ‘]z]+[‘]zzi ‘]z]

:‘]x[‘]x’Jz]+[‘]x1‘]z]‘]x+‘]y[‘]y1‘]z]+[‘]y"]z]‘]y
=—ind, 3, —ind, I, +ind, I, +ind, J,
=0

5. Les valeurs possibles prises par les nombres J et M :

Les regles de sélection établies par la théorie d’addition des moments cinétiques sont :

[1-s[<J<l+s , -J<M <]
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Ce qui implique les différentes valeurs prises par J et M :

J M |J,M> Sous - espaces
3| 3.1 (3,3 (3 0\ | (3
2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1
- - = El)==
; RS -2

La base couplée est :

bani={ 1530 1333315 20 (52 2]

6. Degré de dégénérescence des différentes valeurs de M :

mS
(-1,1/2) (0,1/2) 1,1/2)
M=-1/2 M =3/2
@ m,
-1 0 1
M =-3/2 M=1/2
N . N
(-1,-1/2) (0,-1/2) 1,-1/2)

. 3 1 .
Ainsi, les valeurs M :iE sont non dégénérées, alors que les valeurs M :iE sont deux fois
dégénérées.

7. Expressions des vecteurs | J, |\/|> en fonction des vecteurs | M, M, = i> :

i. Le sous —espace & (J = g) :

2
3 3\.
2'2/°

. 3 o .
La valeur maximale M = > correspond 2 la seule combinaison possible M =1 et Mg =

= e vecteur

1
—. Dong, la
2

3 URPIS 33 ,
valeur M = > n’est pas dégénérée impliquant que les vecteurs 27 et | 1, +> sont proportionnels :

P §>=|1,+>

2'2
§_§>.
2" 2/

= e vecteur
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La valeur minimale M =—% correspond a la seule combinaison possible M =—1et Mg =—

ERE
2 2

3 1y,

2'2)

- " 3 3

Appliquons 'opérateur J_=L_+S_ sur le ket 55/

3 3 11 11

J|=,= L +S)1,+)=(L|1,1 +1,)®| S | =, =
J38)-assomm=inmelt 2)re(s|3.3)

h\/_‘ > n2|1,0)® ‘2 2> n1,0)® ‘; %>=h\/§|0,+>+h|1,—>

Donc:

= [e vecteur

D’ou:

@ BRI

3 1\,
2 2/

Ce vecteur peut étre calculé de deux fagons :

= J.e vecteur

11223 o g3t
2 2 2 2
. . 3 3
Appliquons Popérateur J, =L, +S, surle ket 273 :
3 1 1 1 1
J, = —= L, +S =L |1,-))®|=,-=)+|1,-1)®|S,| =, -=
2B -wrsal-s = -v)e| 3 - L -pe(s 3 -2)

— h\/_‘— -—> nv2(1,0)® ‘% —%> 1, -1)® ‘2 > nN2 |0, =)+ n|-1,+)

D’ou :
® [Bafoots
. 1
ii. Le sous —espace & (J = Ej :
* Le vecteur l 1 :
2'2
1 NI . 1 1
La valeur M = > peut étre réalisée de deux maniéres: | M =0, m, = > ou |m=1m = )

11
Donc, le vecteur > E> est proportionnel aux vecteurs | 0, +> et | 1,- >:

11
‘5 §> a|L-)+b|0, )
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- La condition de normalisation s’écrit : @ +b? =1 (car a et b sont réels)

> —> J2a+b=0

- Le vecteur

> doit étre orthogonal avec le vecteur

Ces deux conditions impliquent :

Donc:

® [ EI-goonfEn

Puisque le vecteur est défini a un facteur de phase arbitraire, on accepte aussi ’expression :

2 2)=Flo - 21)

= Je vecteur

1_1>-
2’ 2/

1
La valeur M = ) peut étre réalisée de deux manieres : (m, =0,m, = —%) ou (m, -1,m, = E)

Donc, le vecteur

% , —%> est proportionnel aux vecteurs | 0, —> et |—1,+ > :
‘ 11

3 2> 2|0,~)+b| -1, )

- La condition de normalisation s’écrit : a% +b? =1

- Le vecteur

g ——> J2a+b=0

E - E> doit étre orthogonal avec le vecteur

Ces deux conditions impliquent :

Donc:

© [(Eiarrf

Puisque le vecteur est défini a un facteur de phase arbitraire, on accepte aussi ’expression :

335l [' b

1
—,——) peut étre trouvé en calculant J_| —, —).
2° 2 2

2

Le vecteur
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Partie I1

L’hamiltonien d’interaction spin — orbite Wqq est :
ou a est une constante positive.

1. Expression de Phamiltonien Wy, en fonction des observables J?, L2 et S? :

Donc:

2. Montrons que les vecteurs | J, M> sont des vecteurs propres de W, :
L’action de Wy, sur les vecteurs | J, M) est donnée par :

2
W |3, M>=%(J(a+1)_1zl.1]|a, M)

Donc:
3 ah’ 3 1 ) 1
Wer [J=2, M)=22|J=2M . Wen|J==, M)=-ar®|J==
50 2 > 2 2 > 50 2 > 2
D’ou:
2
|33y art(3 3
) 2 12" 2
@ 3 1\ an?|3 1
W O — )= | <y
02 2> 2 |2 2>
272 272

3. Les énergies propres et les états propres de Phamiltonien total H;:

Energies propres de H,; Vecteurs propres Dégénérescence
an’ 3 .3\ |3 1
E + — 9 i - [ ] i ~ 4
@ ° 2 ‘ 2 2> ‘ 2 2>
1 1
E, —an’ S 2
° ‘ 2 2>

4. L’effet du couplage spin — orbite sur les niveaux d’énergie de H, :

Le couplage spin — orbite Wgq divise le niveau 2P d’énergie E; en deux sous — niveaux :
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2
. . ) , . an
- un niveau multiplet, noté 2P, , d’énergie [Eo + —j X

©, : 2
- un niveau doublet, noté 2P, , d’énergie (Ey— an?).

2

Partie I11

1. Expression de Popérateur moment magnétique total de I’électron :

L’opérateur moment magnétique total de I’électron est la somme des moments magnétiques associés

aux moments cinétiques orbital et de spin :

—_

M :7o|:+7s§:70(|:+gs§)

Ort, pout I’électron g = 2, donc :

M =—7o(L+25)

ou ¥, estle rapport gyromagnétique orbital.

= Expression de ’hamiltonien Zeeman W, :

Dans un champ magnétique B =B.€,, 'hamiltonien d’interaction entre ce dernier et le moment

magnétique total de I’électron est :

W, =—~M.B =y, B.(L+25) =, B.(L, +25,)

W, = o (L, +28,)

ou @ =—y, B estla pulsation de Larmor.

Donc:

2. On suppose que le champ magnétique B est tres faible de sorte que ’hamiltonien d’interaction W,
puisse s’écrire sous la forme suivante :

w. =3, 56+ =10+ |
212 2J(J +1) :

a. Montrons que les vecteurs | J, M> sont des vecteurs propres de W, :

L’action de Wy, sur les vecteurs | J, M > est donnée par :

W, |3, M) =[ 3 SERDZIAED 1y 5
2" 23 +1)
Donc:
w, 3= M)=2Mnola=2m) . wli=tM)=2Mne|a=1 M
2 3 2 2 3 2
Dot :
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W, |2 23 - onw |2, 12

2 2 2 2

@ W, E, 1 :igha) §,i1
2 2 3 2 2

w |1t

2 2 3 2 2

Ainsi, les vecteurs | J, l\/|> sont vecteurs propres de ’hamiltonien W, .

b. Les énergies propres de ’hamiltonien total H =H, +W, :

2
HERE PSP
2 2 2 2 2
2
® ]2 2 2) 4 27 525|242
2 2 2 3 2 2
HiL 2Ly Eo—ahzilha} 1.1
2 2 3 2 2

c. Effet du champ magnétique sur les niveaux d’énergie :

@ L’application d’un champ magnétique faible léve completement la

dégénérescence des niveaux d’énergie : c’est 'effet Zeeman.

3. Diagramme des énergies :

Energie +2hw
E an’ .- +—ho
T ;e

’ 2p§ RN —zha)

@ Eo o ? 3

—\

2p —2hw

\\\\ 1
\\\\ EO _ ahz ——————— . + éha)
2p, T —lha)

2 3
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